Mint lapunk el6z6 szama maéar hirt adott rola, junius 3-an d. u. 3-7 oraig rendeztiik meg harmadizben (egy évi
megszakitas utan) orszagos matematikai tanuldversenyiinket. A verseny Budapesten kozponti helyen, tovabbé az orszag
44 kozépiskolajaban folyt kezds és haladd csoportban. A kezdsk versenyén II1. és IV. osztédlyos tanulok nem vehettek
részt. El6z6 szamunk ismertette a kittizott feladatokat is. A dolgozatokat négytagi bizottsag vizsgalta feliil és tett
javaslatot a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat valasztméanyanak a dijak odaitélésére. A bizottsag tagjai Hajos Gyorgy
egyetemi tanar, Lorincz Pal, Neukomm Gyula tanulmanyi feliigyelSk és Suranyi Janos felel6s szerkeszt6.

A bizottsdg orommel latta, hogy a verseny irdnt idén egész rendkiviili érdeklédés nyilvanult meg, s a dolgozatok
soha nem tapasztalt mennyiségben 6zonlottek az orszag minden részérsl. A kezdsk versenyén 484-en, a haladdkén
pedig 172-en adtak be dolgozatot. A dolgozatok mindsége még nem &ll ardnyban a nagy érdeklédéssel. Ezen a téren
komoly javulasra van sziikség és reméljiik, hogy didkjaink rendszeres munkaja a kartarsak tAmogatasaval és a komoly
fejlédés el6tt allo szakkori mozgalom ezt rovidesen meg fogja hozni.

Sajnélattal tapasztalta a biralé bizottsag, hogy a verseny néhany helyen nem folyt kell6 komolysaggal és igy azonos,
vagy majdnem azonos szovegi dolgozatok érkeztek.

Kiilonosen sajnéalatos, hogy a kezddk versenyének éppen az a két dolgozata egyezik gondolatrél gondolatra, melyek
egyediil tartalmaznak mindharom feladatra helyes megoldast. Ez anndl feltiin6bb, mert a harmadik feladat egyébként
helyes megoldasat mindkét dolgozat szerzdje foloslegesen indirekt bizonyitasnak fogalmazza. E két versenyzét igy ki
kellett zarni a versenybdl.

Miutan igy a szambajové dolgozatok kozt nem volt olyan, amelyik mindharom feladatot helyesen megoldotta
volna, a bizottsag elsé dij kiadasat nem javasolja. Masodik dijra javasolja HORVATH Akosnak a szentendrei gimnazium
II. osztalyos tanulojanak dolgozatat. A szambajovs dolgozatok szerzéi kozil egyediil 6 ad korrekt megoldast az els6
feladatra. A masodikndl nem veszi észre, mint a palyazok egyike sem, hogy 90° nem megoldéasa a feladatnak. A
harmadik feladat leirasa teljesen zavaros, ha latott is valamit a megoldast szolgaltatd kapcsolatbol.

BAKOS Istvan, a mezdkovesdi gimnazium II. osztalyos tanuléjanak, KALMAN Lajos, a budapesti Berzsenyi Daniel
gimnézium II. osztalyos tanuldjanak és SZEKERKA Pal, a budapesti Rudas Laszl6 gimnéazium II. osztalyos tanulojanak
dolgozatat harmadik dijra ajanlja a bizottsag. Az els6 feladatnak mindharman csak egy részmegoldasat nyerik, mivel
az egyenlGtlenség végigszorzasanal nem {igyelnek a szorzé elGjelére. A masodik feladatnél 6k is elfogadjak a 90°-ot
megoldasul. Szekerka a sinus-érték alapjan adoédo mindkét szoget szintén elfogadja megoldasnak. A harmadik feladatra
mindhérman helyes megoldast adnak. Bakos felveti a pont palyaja hosszanak kérdését, azonban nem tud ra helyes
vélaszt adni. A megoldas fogalmazasa Szekerkanal a legvilagosabb.

Javasolja a bizottsag, hogy REDLY Elemér (a szentendrei gimnézium I. osztalyos tanuldja) dolgozata, dicséretet
nyerjen. O a harmadik feladatnak lényegében helyes megoldasat adja. A masodik feladattal, mint elsé osztalyos, nem
foglalkozik. Az els6 feladatnal probélgatashoz folyamodik, majd grafikus dbrazolassal probalja megoldasat teljessé
tenni.

A haladdk versenyén 6t dolgozat ad tobbé-kevéshé elfogadhatod megoldast mindharom feladatra, mindharom feladat
pontos megoldéasat azonban csak FODOR Lészlo, a betettyodtjfalusi Arany Janos gimnazium IV. osztalyos tanuldja adja.
Az 6 dolgozatat javasolja a bizottsag elsé dijra.

Masodik dijra javasolja KORANYI Adam (a szegedi Klauzal gimnazium IV. osztalyos tanul6ja) és VILLANYI Ott6
(a szentendrei gimnazium II. osztalyos tanuldja) dolgozatat. E két dolgozat mutatja a legnagyobb véltozatossagot,
legkiilonubozébb gondolatokat. Koranyi a masodik feladatra harom elegans megoldast ad. (Ezek koziil a masodik igen
szellemes szimmetria-meggondolast alkalmaz, azonban hidnyzik a szélsGérték létezésének igazolasa.) A harmadik feladat
megoldasanal hibasan hivatkozik a legnagyobb szoggel szemkozti atlora, nem is ezt hasznalja fel. Villanyi az els6
feladatra két megoldast ad, bar az elsé nem egész korrekt. MindkettGben bizonyitja, hogy az Osszeg 36-tal is oszthato,
ha 18-cal oszthaté. A harmadik feladatra adott elsé megoldéasa egész elhibazott, masodik megoldasa azonban helyes
és egyszerd gondolaton alapulé megoldas. Villanyi teljesitménye anndl is figyelemre méltébb, mert mint II. osztalyos
indult a halad6k versenyén.

SzZANTO Istvan (a szegedi Mora Ferenc gimnazium IV. osztalyos tanuldja) és ZERGENYI Erzsébet (a soproni allami
altalanos leanygimnazium IV. osztalyos tanuldja) dolgozatat harmadik dijra javasolja a bizottsag. Szant6é a masodik
feladatban tigyesen csokkenti le a hatarozatlan mennyiségek szamat egyre, azutan azonban differencialszamitéast al-
kalmaz, a kinélkozo sokkal egyszertibb moédszerek helyett. A harmadik feladatban tigyesen fogja meg a lényeget, de
hibasan hivatkozik a bizonyitasban a legrovidebb oldalra. Zergényi a masodik feladatnal szintén differencialszamitast
hasznal. Nem mutatja meg, hogy valéban van szélsGérték és milyen. Igen tomor, vilagos a harmadik feladat megoldasa
és az els6é is, bar itt a rovidség hidnyossagra is vezetett.

A Vilasztmany 1950. oktober 10-i iilésén elfogadta a bizottsag javaslatat és az elsé dijat 300, a masodik dijat 200,
a harmadik dijat 100 forintban allapitotta meg.

Az alabbiakban ismertetjiik a feladatok megoldasat.

Kezddk versenye:
1. Az x vdltozo mely értékeire teljesiil az

z—1 T+ 3
<
xr— 2 T

(1)

egyenldtlenség?



Ez a feladat okozta a versenyzSknek a legtobb nehézséget. A feladat ugyan nem nehéz, de az indulok jaratlanok
voltak egyenlGtlenségek kezelésében. Legtobben minden atalakitast gondolkozas nélkiil agy hajtottak végre, mint
egyenleteknél szokasos, és nem gondoltak arra, hogy ha negativ szdmmal szoroznak, akkor abbél lesz kisebb szam, ami
eredetileg nagyobb volt.

I. megoldas: Egyszeriibb alakra hozzuk az egyenlGtlenséget. Elegends az 1-gyel kisebbitett
1 3

(2)

xr— 2 T

egyenl6tlenséget igazolnunk, mert ehhez 1-et adva visszanyerjiik az eredetit.
Abrazoljuk a két oldalon 1évé fiiggvényt grafikusan.

i 4

A baloldalinak 2-nél, a jobboldalinak 0-nal szakadasa van. E helyeken kiviil csak ott valhatik az egyik a masiknal
kisebbdl nagyobba, ahol kozben egyenlSk lesznek. Mivel ez csak x = 3-nal kovetkezik be, az dbra mutatja, hagy (2)
csak 0 és 2 kozt és 3-nal nagyobb x-ekre teljesiil.

II. megoldas: A (2) egyenl6tlenségrél azonnal latjuk, hogy teljesiil, ha 0 < z < 2, mert ekkor a baloldal negativ,
a jobb viszont pozitiv. Ha x negativ, vagy 2-nél nagyobb, akkor a két oldal egyezé elGjeli s igy reciprokaik kdzott az
ellentétes egyenlGtlenségnek kell fennallnia:

:E—2>§, 3x—6 > x, T > 3.

A feltételnek tehat a 0 és 2 kozti és a 3-nél nagyobb szamok tesznek eleget, s igy az (1) egyenldtlenségnek is.

III. megoldas: AttekinthetSbbeé valik a feladat, ha gy alakitjuk, hogy egy fiiggvényrsl azt kelljen eldonteni, mely
x értékekre pozitiv az értéke. A baloldalt levonva az egyenlGtlenségbdl

r+3 z-1_ 2x-3)

0 —
R x—2 x(x—2)

Ez akkor teljesiil, ha a szamlalo6 és nevezd egyezd elGjeld, tehat

a) ha x —3 > 0 és z(x — 2) > 0. Utobbi mindig teljesiil, ha az el6bbi teljesiil, tehat minden 3-nal nagyobb szam
megfelel a feltételnek.

b) ha v —3 < 0 és x(x —2) < 0, azaz a mésodik egyenlGtlenségben szerepls két tényezs ellenkezd elojeli. Kell
tehat hogy = nulla és ketts kozott legyen, a az ilyen z-ek az elsé egyenlGtlenséget is kielégitik. A feltételnek tehat a

O<r<2 ¢és zx>3

feltételeket kielégits szamok felelnek meg.

2. Oldguk meg az
1—sinx 1
cos T 2
egyenletet.

Erre a feladatra is alig érkezett pontos megoldas, barmilyen egyszeri is a feladat, mert a versenyzdk kells figyelem
nélkiil csak gépiesen szamoltak. Igy legtobben 90°-ot is megoldasul kaptéak és ezt is elfogadtak az egyenlet gyokének.



I. megoldas: Bevezetjiik mindkét szogfiiggvény helyett a tangenst:

1 —sinx 1 N
= —tgx =1/14+tg°x —tgzx.
Ccos T cos T

Egyenletiink ezek alapjan igy irhato:

1
V1+tg2e = 5+tgw,

négyzetre emelve

14tg2 =2 2
g x—4+tgx+tg T

tx*§
g =7

Ennek két szog felel meg, azonban a 180°-nal nagyobb megoldasdnak a sinusa negativ, s igy az eredeti egyenlet
baloldalan 1-nél nagyobb szam é&llna, tehét ez nem megoldésa az eredeti egyenletnek. A hegyesszog megoldésra sin x =

= cosT = 3 és teljesiil az eredeti egyenlet. A megoldas ebbdl x = 36°58'.

II. megoldas: Fejezziik ki a baloldalt sin z segitségével:
l—sinz  1—sinz  [(I-sinz)? [1—sinz
cosr 1—sin2x_ 1—sin?x o 1+sinz’

Ezt felhasznalva egyenletiink:
l—sinx_l l—sinx_l
Vifsnz 2 "™  1isimz 4

3 4
Innen sinx = = és az eredeti egyenletbdl cosx = 2(1 — sinzx) = e & tehat hegyes szog. © = 36°58'.

III. megoldas: A szamlaloban egynél kisebb szdm kell hogy &alljon, mert a nevezé mindig egynél kisebb; tehat
sin z pozitiv, a nevezében pedig pozitiv szam &ll, mert a szamlaléban az all. Igy cosx is pozitiv. E szerint « hegyes
sz0g. Abrézoljuk a szereplé mennyiségeket egy egységnyi sugari negyedkorben. Abrénkon AB = sinx. Meghuizva az
OA-val parhuzamos DC érintét, BC =1 —sinz és CD = OA = cosz, tehat

BC 1-sinz 1

tgeBDCq4= — = ——— = —
& < CD CcoS T 2

kell legyen.
(o) cosx_C P

0 A E

Ennek alapjan megoldhatjuk grafikusan az egyenletet: Egy OAD derékszog szarai kozé O kozéppontu DE ne-
gyedkort hiizunk. A D-ben huizott érint6 egy tetszéleges P pontjaban merdlegesen lefelé meghtizzuk a PQ = '/ DP
tavolsdgot. A D@ egyenes metszi ki a korb6l azt a B pontot, melyre FOB< = z. Ezt tehat kozvetleniil lemérhet-
jik. Befejezhetjiik a megoldast szamitéassal is. BDC< mint har és érint6 kozti szog, keriileti sz0g. A hozzatartozd

kézépponti sz6g BOD< = 90° — x, igy BDC< = 45° — g, tehat a keresett szogre

T 1
tg (15°- 1) =5
s 2
Innen z = 36°58'.
Megjegyzés: Az
1 s
sinz ta (450 B E)
cosx
Osszefiiggés természetesen tisztan szamitassal is igazolhato.



3. Egy egyenldszdri trapézt vigjunk ketté egyik dtldjaval. Az egyik levdgott hdromszioget csusztassuk a sikban, gy,
hogy a hdromszog két csicsa tovdbbra is a mdsik hdromszdéget hatdrolo két trapézoldalon vagy meghosszabbitdsukon
mozogjon. Milyen pdlydan mozog ekozben a harmadik csics?

Megoldas: Legyen a trapéz két parhuzamos oldala AB és C'D. A nem parhuzamos oldalak AD és BC. A BC'Da-et
mozgatjuk. A haromszég AD oldalon mozgé csiicspontja D', az AB-n mozgd B’, a harmadik csiics C”.

N
A B" B

Az AB'C'D’ négyszdg hurnégyszog, mert tudjuk, hogy a szimmetrikus trapéz hirnégyszog, s igy D'AB'< +
B'C'D'< = DAB< + BCD< = 180°.

Hiizzuk meg a négyszog AC" atlojat. Akkor B’AC'< = B'D'C’<, mint keriileti szogek. De minthogy B'D'C'< =
BDC« = BAC«, azért B'AC'< = BAC<. Ez azt jelenti, hogy az ABCD trapéz AD és az AB'C'D' négyszdg
AC’ atloja egyenls szoget zar be AB-vel, tehéat a két egyenes egybeesik. Minthogy C’ a mozgd haromszog harmadik
csucspontja, azért a harmadik csticspont a trapéz masik atlojan mozog, azaz fennall a kovetkezd tétel:

Ha egy egyenlGszaru trapéz egyik atlojat meghuzzuk és az igy kapott két haromszog koziil az egyiket tgy toljuk
el a sikban, hogy a haromszog két csticsa tovabbra is a masik haromszoget hatarold két oldalon maradjon, akkor a
haromszoég harmadik csicspontja a trapéz masik, meg nem hizott 4tlojan mozog.

Szekerka Pdl

Megjegyzés: A harmadik csics eljuthat az atlé6 A cstcson tuli meghosszabbitasra is, ha a két haromszogesucs
egymasutdn atjut a megfelels trapézoldalak A-n tuli meghosszabbitdsara. Mivel a harmadik cstcs az AB oldaltol nem
lehet a BC szakasznal nagyobb tavolsagra, az AD oldaltol pedig C D-nél nagyobb tavolsagra, igy legtavolabbi helyzetét
az A csics mindkét oldalan akkor éri el, mikor a belle indulé haromszogoldalak merdlegesek az AB ill. AD egyenesre.
(Ez egyidejileg kovetkezik be épp a felhasznalt szogosszefiiggések folytan.) Mig a haromszoget ugy mozgatjuk, hogy
mindkét csicsa egyszer megtegye oda és vissza a szdméara lehetséges legnagyobb utat, addig a harmadik csics egyszer
bejarja oda és vissza a széls6 helyzetek kozti szakaszt.

Haladok versenye:
1. Hdrom szomszédos egész szdam kiobének dsszege mikor oszthatd 18-cal?

I. megoldéas: A harom szam kozt kell hogy egy paros és két paratlan legyen, mert kiilonben az 6sszeg paratlan.
Ehhez a k6zéps6 szamnak kell parosnak lennie.

A kobosszegnek ezenkiviil 9-cel is oszthatonak kell lennie. A harom szdm koziil az egyik oszthaté 3-mal, s ennek
a kobe mindenesetre oszthaté 9-cel, tehat elég a méasik két kob Osszegét vizsgalnunk. Ezek egyike mindig egy 3-mal
oszthaté szam utan a masika egy harommal oszthaté szam el6tt all, tehat ilyen alakban irhatok: (3k 4+ 1), (31 — 1).
Kobeik Osszege:

(3k +1)3 + (31 — 1)® = 27k3 + 27k* + 9k + 1 + 2713~
—271% 491 — 1 =9(3k + 3k* + 31> = 31> + k + 1).

Ez mindig oszthatd 9-cel, tehadt harom egymasutani szdm kobe oszthaté 18-cal, ha a kdzéps6 szdm péaros, kiillénben
pedig nem oszthato.

II. megoldas: Mint el6bb lattuk, kell hogy a kozépsé szam péros legyen. Jeloljiikk azt 2n-nel, akkor a kérdéses
Osszeg

(2n — 1)+ (2n)* + (2n +1)% = 24n3 + 12n =
=12n(2n* + 1) = 12n(3n* — (n* — 1)) =
=36n° — 12(n — 1)n(n +1).

Mivel harom egymasutani szam kozt mindig van paros és van 3-mal oszthato, igy szorzatuk mindig oszthaté 6-tal, tehat
a kivonandé tobbszorose 12 - 6 = 72-nek. Ezzel tobbet is bizonyitottunk, mint ami a feladat volt: Harom egymasutan

egész szam kobének az 0sszege csak akkor oszthatd 18-cal, ha a kozéps6 szam paros, ilyenkor azonban mindig oszthaté
36-tal is az Osszeg.



2. Az axz® 4+ bz — ¢ = 0 egyenletben a, b, ¢ pozitiv szdmok és a®> = be. Mi az eggyel novelt gyokok szorzatinak
lehetséges legnagyobb értéke, és ezt az a, b, ¢ milyen értékei mellett veszi fel?

Ezt a feladatot legtobben differencidlszamitas segitségével oldottak meg, azonban bizonytalanul botladoztak a tobb
hatarozatlan mennyiség kozott. Tébbnyire nem tudtdk indokolni, hogy miért differencidlnak az egyik szerint, a masikat
allandonak tekintve. Egy versenyzG volt, aki elGszor is lecsokkentette a hatarozatlanok szamat 1-re. Tul nagy fegyver
azonban a feladathoz a fiiggvénydiszkusszio méodszere. Elegend6 sokkal egyszeriibb algebrai tényeket hasznélni fel.

Megoldas: Felhasznélva a gyokok és egyilitthatok kozti Osszefiiggéseket és az egylitthatok kozt feltételezett kap-

csolatot:
n b c be a? a
€T €T = —— s 1T = —— == —— = ——,
! 2 a 12 a ab ab b

Igy az eggyel novelt gyokok szorzata,

b
(1—|—{E1)(1—|—$2):1—|—(I1—|—I2)—|—$1{E2:1—a—

ab — b% — a? (a—b)z—ab: 1 (a—b).

Voo

ab ab ab

Mivel a és b pozitiv, ez mindig kisebb —1-nél, csak akkor egyenls vele, ha a = b. Ekkor a® = bc = ac folytan a = c,
tehat mindhéarom egyiitthato egyenls, vagyis lényegében az

P 4r-1=0

egyenlettel van dolgunk.

3. Bizonyitandd, hogy bdrmely konvex négyszégnek van olyan csicsa, melybdl indulo oldalakat paralellogrammdvd
egészitve ki, e paralellogrammadt a négyszdg tartalmazza.

A feladat egy érdekes csapdat rejt magaban, ami sok palyazot tévitra vezetett, még olyanokat is, akik lényegében
jo megoldast talaltak. A legnagyobb és legkisebb oldalbol, vagy szogbdl igyekeztek kiindulni sokan, pedig ez nem lehet
jellemz6 a feladat megoldéasara, hisz ha megrajzolunk egy négyszoget és bele a kérdéses paralellogrammat és az egészet
csukloval Osszeillesztett rudakbol képzeljiik, akkor ezt a szerkezetet tetszés szerint hajlithatjuk. Legaldbb is amig
semelyik sz0g nem lépi 4t a 0 vagy 180°-ot, addig tovabb is tartalmazni fogja a négyszog a paralellogrammat, a kisebb-
nagyobb szog viszonya azonban kozben megvaltozik. Ugyancsak nem valtoztat az abra szerkezetén, ha tetszoleges
irAnyban és mértékben megnyujtjuk, de megvaltoztathatd ezen a médon az oldalak nagysagviszonya. Mas uton kell
tehat a mogoldast keresni.

I. megoldas: Paralellogrammaékra nincs mit bizonyitanunk. Ha a négyszognek egy oldalparja parhuzamos, (trapéz
esetén) a rovidebb péarhuzamos oldal barmelyik végpontjabol huzhatunk péarhuzamost a masik végpontbol indulo
oldallal.

Az altaldnos négyszog esetét a trapézére fogjuk visszavezetni. Ehhez olyan trapézt kell a négyszogbdl kivagnunk,
melynek rovidebb parhuzamos oldala és egyik ezzel szomszédos oldala egybeesik egy-egy négyszogoldallal. Ekkor
ez a két oldal egészithetd ki a kivant paralellogrammava. Ilyen trapézt be tudunk rajzolni a négyszogbe. Keressiik
meg az egyik szemkozti oldalpar metszéspontjat és valasszuk ki a maésik két oldal koziil azt, amelyiknek végpontjai
e metszésponthoz kozelebb esnek. A negyedik oldalnak abbdl a végpontjabol, amely a szemkoézti oldalhoz kozelebb
fekszik, htizzunk a szemkozti oldallal parhuzamost. Igy valoban a kivant tulajdonsagokkal rendelkez6 trapézt kaptunk.

II. megoldas: Paralellogramma és trapéz esetében ugyantgy jarhatunk el, mint az el6z6 megoldasban.

Vizsgaljuk most meg, hogy egy szabalytalan négyszéghen mivel jellemezhetd egy oldalpar, mely a kivant tulajdon-
ségu paralellogramméva egészithets ki. Tegyiik fel, hogy az ABC D négyszog oldalai kdzt nincsenek parhuzamosak és
az AD és DC oldal kiegészithetGk olyan paralellogramméavé, melyet a négyszog tartalmaz.

Ekkor DCA< < CAB< és DAC< < ACB<. Forditva, ha egy atlo az egyik oldalan fekvs mindkét oldallal kisebb,
vagy legfeljebb akkora szoget zar be, mint az atellenes oldallal, akkor e két oldalt egészitve ki paralellogrammava,
a parhuzamosok a négyszog belseje felé indulnak s igy a paralellogrammat a négyszog tartalmazza. Azt kell tehat
megmutatnunk, hogy az egyik atlonak mindig megvan ez a tulajdonsaga.



E

Legyen AC az az atlo, amelynek ugyanarra az oldalara esik az atellenes oldalparok E és F' metszéspontja. Legyen
D a mésik atlo azon végpontja, amelyik AC-nek ugyanazon oldalara esik, mint E és F.
Ekkor
ACB<«=CAF<+ CFA< > CAF<=CAD«,
és
CAB« = ACE<+ AEC< > ACE< = ACD«,
tehat az AD és DC oldalak a kivant tulajdonsagu parallelogrammava egészithet6k ki.

II1. megoldas: Az el6z6 megoldasban lattuk, hogy elég azt megmutatni, hogy valamelyik 4tlo az egyik oldalara
es6 egyik négyszogoldallal sem zar be nagyobb szoget, mint az illet6 oldallal szemkdzti oldallal.

Legyen az ABC D négyszog atloinak metszéspontja FE. Ha az AC atlé bir a kivant tulajdonsaggal, akkor a mon-
dottak szerint igaz az allitds. Ha nem, akkor feltehetjiik, hogy pl.

BAC« < ACD«, de BCA<« > CAD«.

Ekkor
ABE<x + BAE<x< = AED< = CDE<x + DCE«,

tehét a fenti els6 egyenlétlenség kdvetkeztében
ABE< > CDE«.

MAésrészt
ADE< + DAE< = AEB<« = BCE<« + CBE<«.

tehat a masodik foltételi egyenlet folytan
ADE< > CBE<.

Igy a BD 4tlo felel meg ez esetben a kivant feltételnek. (A BCD tortvonal egészithetd ki a kivant paralellogrammava.)

IV. megoldas: Két szomszédos oldalt agy egészithetiink ki paralellogrammavé, hogy kdzos végpontjaikat tiikroz-
ziik a masik két végpont 6sszekots egyenesének (tehat a négyszog egyik atlojanak) felezGpontjara. Mindegyik csticsnak
igy megszerkesztjiik a tiikorképét és a bizonyitandé tétel azzal helyettesithetd, hogy a négyszog tartalmaz ezek koziil
legalabb egyet.

Ha az atlok kolesonosen felezik egymast, akkor a tiikorképek az &tellenes csticsok, tehat mind a négyszoghoz
tartoznak.

Ha pédaul AC felezi BD-t, (de megforditva nem), akkor AC-nek a metszésponthoz kozelebbi végpontjat tiikkrézve
BD felez6pontjara nyilvan a négyszogbe esé pontot kapunk.

Ha egyik atlo sem felezi a masikat, akkor csak a metszésponthoz kézelebbi végpontok tiikorképe eshet a négyszogbe.
Legyenek ezek a végpontok A és B, tiikorképiik a BD illetve AC 4tl6 kozéppontjara A’, illetve B’.
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A" az AC és AD szarak kozti szogtérbe esik, B’ a BC és BD szarak koztibe. Igy csak attol fiigg, hogy a négyszog-
héz tartoznak-e vagy kiviil esnek rajta, hogy a CD egyenes melyik oldalan vannak. Szerkesztés szerint A’D és B'C
parhuzamos AB-vel. Igy ha CD is parhuzamos AB-vel, akkor A’ és B’ is C'D-re esik, ellenkez6 esetben pedig CD
kiilonbo6z6 oldalan fekiisznek, tehat egyik a négyszogben, a masik rajta kiviil. Ezzel allitasunkat igazoltuk.

V. megoldas: Két oldal akkor egészithetd ki a kivant tulajdonsagu paralellogrammaéva, ha a nem kozos végpont-
jaikbol a masik oldallal parhuzamosan huzott egyenesek a négyszog belseje felé indulnak. Szemeljiink ki egy oldalt.
Egyik végpontjabol a masik végpontbdl indulé oldallal parhuzamosan hiizott egyenes akkor indul a négyszog belseje
felé, ha a kiszemelt oldal melletti szogek Osszege legalabb 180°.

De a négyszog szogosszege 360° lévén, egy szemkozti oldalparbol az egyik oldal mellett legalabb 180°-nyi szog kell
hogy fekiidjék. Mindkét szemkozti oldalparbol kivalasztva az (vagy egy) ilyen oldalt foltétleniil szomszédos oldalpart
kapunk. Ezek kiegészithet6k teljesen a négyszoghoz tartozo paralellogrammavé.



