Ha 7y ill. 79 jeloli a sikban egy P pont tavolsagat az Fj ill. F» ponttdl, akkor azoknak a P pontoknak geometriai
helye, amelyekre

(1) r1 + ro = alland6 = 2a,
egy ellipszis. Azoknak a P pontoknak geometriai helye pedig, amelyekre
(2) |r1 — ro| = allandé = 2a,

tehéat vagy r1 — ro = 2a, vagy ro — r1 = 2a, egy hiperbola. E két utébbi egyenletnek eleget tevé P pontok a hiperbola
két 4gan vannak.
Ha P az Fy F» egyenesen kiviil fekszik, akkor a PFy Fy haromszog oldalai kozott a

PFy + PFy > 1 Fy, PFy — PFy < FiF,, PF, — PFy < Fi1 Fy
egyenl6tlenség all fenn. Ha 2c jeloli az F} Fy szakasz hosszat, akkor ezeket
(3) r+re>2c, r1—r9<2c To—71<2c INF,=2c

alakban irhatjuk.

Ezeket az egyenlGtlenségeket az ellipszis, ill. hiperbola (1) ill. (2) egyenletével egybevetve kovetkezik, hogy a-nak
ugyanahhoz az értékéhez tartozo ellipszis és hiperbola koziil csak az egyik létezik. Ha ugyanis a > ¢, akkor nincs olyan
P pont, amelyre a (2) egyenl@ség érvényes lenne. Ha pedig a < ¢, akkor nincs olyan pont, amelyre (1) fennallana.
Ha tehat van olyan P pont a sikban, amelyre az (1) vagy (2) egyenlet koziil az egyik érvényes, akkor nincs olyan
pont, amelyben a méasik egyenlet all fenn, f6ltéve, hogy a # c. (Az a = c esetben az (1) ill. (2) egyenletnek az Fy F
egyenesnek azok a pontjai tesznek eleget, amelyek az Fy Fy szakaszra ill. azon kiviil esnek. Az Fy és Fy pont mindkét
egyenletnek eleget tesz.)

Ha tehat van az Fy Fy egyenesen kiviil olyan pont, amelyre az (1) és (2) egyenlet koziil az egyik érvényes, akkor
nincs olyan pont, amelyben a masik teljesiil. Az

(r1 + 72 —2a)(r1 — ro — 2a)(—r1 + 12 — 2a)

szorzat a siknak csak olyan P pontjaiban tinhetik el, ahol valamelyik tényez&je elttinik. Ha a > ¢, akkor azok a P
pontok, amelyekben az els6 tényezs eltiinik, az (1) ellipszisen vannak. Ekkor azonban nincs olyan P pont, amelyben
mésodik vagy a harmadik tényezé elttinik. Ha pedig a < ¢, akkor azok a pontok, amelyekben a masodik vagy a
harmadik tényezd eltiinik a (2) hiperbolan vannak, de nincs olyan P pont, amelyben az els6 tényezd elttinik.

A kifejezést szimmetrikusabba tehetjiik azaltal, hogy megszorozzuk a —r; —ro — 2a tényezdvel, mely a sik egyetlen
pontjaban sem valik 0-va, s igy az

(4) S=(r1+ry—2a)(—r1 —r2 —2a)(r1 —r2 — 2a)(—r1 + r2 — 2a)

szorzatra is érvényes mindaz, amit elmondtunk.
Azok a pontok tehét, amelyekben S = 0, ellipszis ill. hiperbola pontjai a szerint, amint a > ¢, ill. a < c.
Két tag Osszege és kiilonbsége szorzatara vonatkozd azonossag szerint

[4a2 —(r1 +r2) ] [4a2 —(r - 7"2)2] =
= (4a® —ry — 713 — 2ri7m0)(4a® — 1] — 13 4+ 2r1p) =
= (4a® —r? —r2) — 4r2r2 = 160" — 8a®(r? + r2)+
+rf 20203 4 vy — drird = 16a* — 8a®(r? 4+ r3)+
ot
Abban a derékszogi koordinatarendszerben, amelynek kezdGpontja az Fi Fy szakasz felez6pontja és amelyben az
X-tengely az F} Fy egyenes, F| = (—c, 0), Fa = (¢, 0), r? = (z 4+ ¢)® + y2, 72 = (z — ¢)? + %2, ennélfogva
ri+rs =22+ + %) e ri —r3 = den.
Helyettesitsiik ezeket S legutolsé alakjaba:

S =16a" — 16a*(2* + y* + ¢?) + 16¢*2® = —16[(a® — ¢*)2? + a®y* — a* + a*¢?] =
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egyenlet tehat az (1) ellipszis ill. a (2) hiperbola egyenlete a szerint, amint a > ¢ ill. a < ¢. Ha tehat az els$ esetben

a? — ¢ = b?, a masodik esetben a? — ¢? = —b%-et irunk, akkor az ellipszis ill., hiperbola egyenletét
2 2 2 2
o, ill. r_v
a b2 a? b2

alakban irhatjuk.

Feladat:

257. Irjuk fel annak a gorbének az egyenletét, melynek pontjaira a (—2, 0) ponttol vett tavolsagnak és az (1, 0)
ponttol vett tavolsag kétszeresének az Gsszege allando.



