A korz6 csuklos miszer, amelyben két kar (szar) kozos pontja, a korzd sarka, csukloja koriil elforgathato. Ha a
saroktol a korzs hegyéig a két széar hossza a és b (< a), akkor a korz6vel olyan és csak olyan koroket lehet rajzolni,
amelyeknek r sugara a — b és a + b kozott van, mert a, b és r egy haromszdg harom oldala.

Bizonyos szamu allando6 hosszisagu kar, amelyeket bizonyos k6zos pontjaik, csuklok koriil el lehet forgatni, csuklos
szerkezetet alkot. Ebben a csuklok koriil forgathato karok szoge valtozik.

A korz6 utén a csuklos négyszog a legegyszertibb csuklos szerkezet. Az ABC'D csuklos négyszog AB = a, BC = b,
CD = cés DA = d hosszusagu karbol, s ezeket a karokat az egy sikban fekvsé A, B, C' és D pontban egymashoz kapcsold
A, B, C és D csuklobol all. Mivel a, b, ¢ és d egy négyszdg négy oldala, azért a négy kar koziil akarmelyik kisebb,
mint a tobbi harom kar dsszege. Altalanos csuklés négyszogben a karok hossza kiilénboz6 lehet és két szomszédos kar
Osszege altalaban nem egyenld a mésik két kar 6sszegével. A csuklos négyszog egyik szogétdl, pl. a DAB = a szogtol
fiigg a tObbi sz0g, a két atld hossza és két kiilonb6z6 kar egy-egy pontjanak tavolsaga.

Egy csuklés négyszoget a karok lehetd elforditasaval igen véaltozatos alakokra lehet hozni. Ugyanaz a csuklés négy-
sz0g lehet egyszer konvex, méskor konkav, harmadszor magat keresztez6 négyszog, sét haromszog alakot is mutathat.
Ez az utobbi alak akkor fordul els, ha két kar egy egyenesbe esik. Az ABCD csuklos négyszog alakjanak valtoztaté-
sakor az a és d kar csak akkor eshetik egyméas meghosszabbitasaba (o = 180°), ha a + d, b és ¢ egy valosagos, vagy
egyenes szakaszra elfajulé haromszog oldalai, ekkor a +d < b+ ¢, s az A csuklé a BC'D haromszog BD oldalara esik.
Az a és d kart akkor fordithatjuk egymasra (o = 0), ha az a > d esetben a — d, b és ¢ egy haromszog oldalai. Ekkor az
ABCD csuklos négyszog alakja BC'D haromszog, amelynek DB oldaldhoz folytatasként csatlakozik a BA szakasz.

Egy csuklos négyszog egyenes szakaszra fajul el, ha csukloi egy egyenesre keriilnek. Ez akkor fordulhat els, ha két
szomszédos kar egyiittes hossza a masik két kar egyiittes hosszaval egyenls, miként paralelogrammaban és deltoidban.
Deltoidalaki csuklés négyszognek van L alakja is, amikor két csuklo egymasra esik, s azokbol kiindulé karok fedik
egymast és egymasra meré6legesek.

Az ABCD csuklos paralelogrammabol szérmazoé keresztezd négyszog, ellenparalelogramma d karjanak (A és D
csuklojanak) rogzitésekor a csuklos négyszog tobbi harom karjanak elforgatasa alatt a P keresztezéspont A és D
gyujtoponttal és AB = C'D = a hossztusagu f6tengellyel biro ellipszisen mozog.
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Az AB és CD szemkozt fekve és egyenls oldal P metszéspontja A-t6l és C-t6l egyenls tavolsagra van, mivel az ABC
és ADC haromszog egybevagosaga miatt az APC haromszog AC alapjan fekvs szogek egyenlSk. Emiatt AP = PC' és

AP+ DP=PC+DP=CD=AB=u.

A P keresztezéspontnak ezt a tulajdonsagat hasznalta fel 1931-ben Yates R. amerikai matematikus ellipszisrajzold
késziilékeének elkészitésére. (Késziilékét altalanosabb gorbék rajzolasara sziikséges alkatrészekkel is folszerelte.)
Mar a gézgép felfedezdje Watt is hasznalt csuklos paralelogrammét, hogy a dugattyi mozgasa a gézhengerben
lehetéleg egyenesvonald legyen.
*

A csuklos négyszognek egy olyan csuklojat, amelynek szoge 0 és 180° kozott minden szogértéken atmehet, teljes
forduldsi csuklo-nak nevezziik.

Az ABCD csuklos paralelogramma mind a négy csukldja teljes fordulasi. Ha az A és C csuklot annyira széthizzuk,
hogy B és D az AC szakaszra essék, akkor « = v = 0 és = 6 = 180°. Ha pedig a B és D csukl6 széthtuzaséval A
és C' a BD szakaszra esik, akkor a = v = 180° és 8 = 0 = 0. Amig a csuklos paralelogramma egyik szélsg (elfajult)
alakjabol a masikba atmegy, mindegyik szoge dtmegy 0 és 180° kozott minden szogértéken.

Olyan csuklés négyszogre, amelyben a karok hossza kiilonb6zs, a kovetkezs tételt mondhatjuk ki:

Egy olyan csuklos négyszogben, amelynek négy karja kézil van egy legkisebb és egy legnagyobb, vagy két csuklo teljes
forduldsi, vagy egy sem. Ha van a csuklos négyszogben teljes forduldsu csuklo, akkor az a két csuklo ilyen, amelyet a
legrovidebb kar kit dssze. A legrovidebb karral dsszekapesolt két csuklo mindig teljes forduldsi, ha a legrévidebb és a
leghosszabb kar egyiittes hossza nagyobb, mint a mdsik két kar egyiittes hossza.

A tételnek két megoldasat adjuk. Aki még trigonometriarél nem hallott, az az els6t atugorhatja. ElGszor azt
vizsgaljuk, hogy az ABCD csuklos négyszog oldalainak a, b, ¢, d hosszab6l milyen kovetkeztetést lehet vonni az «
szogre.



Az ABD héromszogben a cosinustétel szerint
BD? = a? 4+ d* — 2ad cos a;

a BC'D haromszogben pedig
[b—c| < BD <b+c,

(itt egyenlSség jele is allhat, mivel a B, C' és D pont egy egyenesre is eshet). Igy cos a-ra a kovetkezs egyenlétlenségeket
kapjuk:

a2+ d? — (b+c)’ a2 +d>—BD?* a2+ d*—(b—c)
(1) = 2ad = cosa 2ad - 2ad Cs

Kérdés, milyen értékek kozt valtozhat a? Milyen feltételek mellett érheti el cos « a fenti hatérokat? A cosinus fliggvény
0 és 180° kozott egynél nem nagyobb szamértékd minden valés C értéket folvesz, tehat minden olyan C értéket,
amelyre 1+ C >0 és 1 — C > 0, mert ekkor sziikségképpen |C| < 1.

2 2
1_Clz(b+c) (a —d) :(b—i-c—i-a d)(b+c+d a)>0
2ad 2ad

és

L+, = (a+d)*— (-0 (a+d+b—c)lat+d+c—b) -
2ad 2ad

mindig teljesiil, mert a négyszog barmely oldala kisebb, mint a tobbi haromszog 6sszege.
Igy ha , ,
(a+d)"—(b+c) >0,
2ad -
akkor van olyan a; szog, amelyre cosa; = (1, kiilonben pedig nincsen. Ha nem az egyenlGségjel érvényes, akkor
a1 < 180°. Ez pedig egyértelmi azzal, hogy

1+C =

a+d>b+ec.

Ekkor cosa; = C7 < cosa, tehat a < oy < 180°.
Hasonléan: ahhoz, hogy legyen olyan as, amelyre cos as = Cs, kell, hogy

(b—0)—(a—d)’

1-C; = 2ad

>0, azaz |b—c| > |a —d|
legyen. Ekkor cosa < Cy = cosas folytdn a > aw, és ag > 0, ha
|b—c| > |a—d|.

Haaz a+d > b+ cés |a—d| <|b— c| egyenlStlenség egyszerre teljesiil, akkor 180° > a; > a > ag > 0.
Ha ellenben egyszerre fennall az a +d < b+ c és az |a — d| > |b— ¢| egyenlStlenség is, akkor az « sz6g 0 és 180° kozott
minden értéket felvehet, mivel cos a-nak 0 és 180° kozott nincs sem legkisebb, sem legnagyobb értéke. Ekkor az A
csuklo6 teljes fordulésu.

Szamitéas nélkiil is konnyd bebizonyitani, hogy az a +d < b+ ¢ és az |a — d| > |b — ¢| egyenl6tlenség fennallasa
esetén A teljes fordulasu csukld, kiilonben pedig nem az.

Foltételezhetjiik, hogy a > d. Vizsgéljuk ismét a BD atlot. A négyszog barmely helyzetében az ABDA-b6l azt
kapjuk, hogy

a—d<BD<a+d,

a BCDA-b4l pedig
|[b—c| <BD <b+ec.



Ezek szerint az AD kart akkor lehet az AB kar meghosszabbitasaba forgatni, ha
(2) a+d<b+c

és akkor lehet raforgatni az AB karra, ha
a—d>|b—c|

Ha valamelyik egyenl6tlenség helytelen, akkor a megfelelg forgatas sem hajthatd végre. Tegyiik fel, hogy b > ¢,
ekkor az utébbi egyenlGtlenségben elhagyhaté az abszolutérték jele, mert a kiilonbség pozitiv, és az egyenl&tlenség igy
rendezhetd:

(3) b+d<a-+ec.

(2)-t és (3)-at Osszeadva
a+b+2d<a+b+2c azaz d < c.

Mivel feltettiik, hogy a > d és b > ¢, igy azt kaptuk, hogy d a legrovidebb kar, a leghosszabb pedig a vagy b. Mindkét
esetben a (2) és (3) azt mondja, hogy a legrovidebb és leghosszabb oldal egyiitt nem lehet hosszabb a masik kettd
Osszegénél. Ekkor és csak is ekkor lehet az A csics — és az eredmény mutatja, hogy egytuttal a legrovidebb oldal mésik
végpontja a D csics is — teljes koriilfordulasi.

Ezek szerint a csuklos négyszognek kétféle fajtaja van, az egyik fajtdnak van teljes fordulasa csukloja, a mésiknak
nincs. Az olyan csuklos négyszoget, amelynek nincs teljes fordulasa csukloja, a karok forgatasaval nem lehet ugy
alakitani, hogy az egyik csukloban a két kar szoge egyszer 0° és maskor 180° legyen. Mindig lehet azonban ugy
alakitani, hogy egyszer valamelyik csukloban a két kar szoge 0° legyen és maskor pedig egy masik csukloban a két kar
szoge 180° legyen.

Ha ugyanis semmikép sem lehetne az ABC D csuklos négyszoget ugy alakitani, hogy az A, B, C és D csukloban a
két kar «, B3, v, ill. § szoge koziil valamelyik 180° legyen, akkor

a<a; <180° [B<B; <180°% <7 <180° és <01 < 180°
volna, ahol

a2+ d? — (b+c)’ a2 4+ b% — (c+d)’

, cos 31 =

cosqq =

2ad 2ab ’
B+ ¢ — (a+d)’ A+ d— (a+b)
cosyy = T , cos oy = 5ed .

Ekkor azonban
2ad cos a; + 2abcos f1 + 2bccosyy + 2¢d cosdy = —2ad — 2ab — 2bc — 2cd
és igy
2ad(1 4 cosay) + 2ab(1 + cos B1) + 2bc(1 + cosy1) + 2¢d(1 + cosdy) =0

volna. Ez azonban lehetetlen, mert 0 és 180° kozott fekvd aq, 51, 11, 01 szogre az utolso egyenlet baloldalanak mindegyik
tagja pozitiv.

Ha pedig «, 8, 7, ¢ koziil egy sem lehetne zérus a csuklés négyszogben, akkor volna olyan 180°-nal nem nagyobb
pozitiv ag, B2, e, d2 szbg, hogy

a2+ d? — (b—c)’ a2 4+ b% — (c—d)*

Ccos Qg = 50 , cos By = 50D ,
B2+ — (a—d)* A +d?—(a—0b)°
CoSyg = e , cos by = 5ed .

Ebbél kovetkezik, hogy
2ad(1 — cos ag) + 2ab(1 — cos B2) + 2bc(1 — cosy2) + 2¢d(1 — cosda) = 0.

Ez azonban szintén ellentmondas, mivel az egyenlet baloldalan mindegyik tag pozitiv.



