II.

Folyo6iratunk el6z6 szaméaban kor, ellipszis, hiperbola fonalas szerkesztésérdl volt szd. A kovetkezSkben kevésbé
ismert gorbék fonalas szerkesztéseit fogom targyalni. Az ellipszishez hasonloan felvethetjiik azt a kérdeést is, hogy
milyen gorbét alkotnak azok a pontok, melyeknek harom adott pontbdl vett tavolsaguk osszege allandé. Ezt a gorbét
is konnyen megrajzolhatjuk. Rajztablankra rakjunk papirost és szirjunk az F}, Fy, F3 pontokba rajzszogeket. Ez a
hérom rajzszog legyen a hérom fokusz. Egy fonal egyik végét rogzitsiik Fi-hez, a masik végére pedig kdssiink egy
hurkot és abba illessziik be ceruzankat. A fonal ezen szabad végével megkeriiljiik az F» és F3 fokuszpontot, ahogyan
azt az 1. abra mutatja. A hurokba helyezett ceruzat ugy mozgatjuk, hogy a fonal mindig megfesziiljon koros-koriil.
Ko6zben vigyazzunk arra, hogy a fonal az F,F3, szakaszon mindig csak egyszeresen szerepeljen. Ezt ugy érhetjiik el,
hogy amikor a mozgd P pont két fokusszal egy egyenesbe esik, a megfelels fonalat dtrakjuk azon a fokuszon, mely a
fentiek teljesiilését gatoln. Az igy leirt gorbének tetszéleges P pontja a harom fokuszhoz képest ugy helyezkedik el,
hogy az ezektdl vett tavolsagok Osszege allando, ez a tavolsig a fonal hosszanal az F,F3, szakasszal rovidebb.

1. dbra. 2. dbra.

Ha a fonalat j6 hosszara valasztjuk, akkor a gorbe csaknem kor alaki. A fonal hosszat mind kisebbre valasztva
a gorbe mind hatarozottabban eltér a kor alaktol és tojas alakd lesz. El6fordulhat az is, hogy valamelyik fokusz a
gbrbevonalra esik és ekkor a gorbének ennél a fokusznal szogpontja van. Tovabb réviditve a fonalat, olyan gorbéket is
kaphatunk, ahol a gorbén kiviil is lesz fokuszpont (2. abra). Altaldban véve minden lehetséges kombinacio el6fordulhat,
attol kezdve, hogy mind a harom fokusz a gorbén belill van, egészen addig, hogy mind a harom a gorbén kiviil van (1.
és 2. abra). A fonal hosszat csak addig lehet roviditeni, mig a gorbe folytonosan kisebbedve egy M pontta zsugorodik
Ossze (2. abra). Ez az M pont azzal a tulajdonsaggal bir, hogy a héarom fokuszpont altal meghatérozott haromszog
csucsaitol vett tavolsadgainak Gsszege a legkisebb.

Megjegyzem még, hogy harom fokusz esetén méasképpen is rendezhetjiikk a fonalat (3. dbra). Hasonlo eljarassal
négy- vagy tobb fokuszu gorbéket is rajzolhatunk. Négy és 6t fokusz esetére is matat egy-egy alkalmas fonalmenetet
a 3. abra.

3. dbra.

Ezek mintajara tetszéleges szamu fokusz esetén is el lehet rendezni a fonalat, tobb fokusz esetén azonban a fonal
tObbszori megtorése miatt felléps surlodas jelentGsen megneheziti a szerkesztést.

*

Vizsgaljuk most méas oldalrél egy haromfokuszos gorbe tulajdonsagait: kozelitsiik az egyik fokuszt pl. Fs-t Fa-hoz.
Minél kozelebb van F3 Fy-hoz, annal inkadbb tojas alakt a gorbe. Mikor Fj3 Gsszeesik az Fh-vel, végeredményben csak
két fokusz van Fy és Fy azonban az Fb -t6l vett tavolsdgot kétszer kell tekinteni, vagyis a godrbére nézve most a
PF, +2PF; tavolsagosszeg lesz allando, jeloljiik értékét k-val. Ugy szokas mondani, az F» fokusznak itt kétszeres stlya
van.

lUgyanez volt a nehézség ez ellipszis a szerkesztésekor, ha a fonal két vége volt rogzitve.



4. dbra.

Ez a gorbe tehat két kiilonb6z6 silyt fokusszal rendelkezs tojasgorbe; a szakirodalomban Descartes-féle ovalis néven
ismeretes gorbék kozé tartozik. Igy nevezik altaldban azokat a gorbéket, melyeket a ¢y PFy + qoPFy = k Osszefiiggés
jellemez, ahol q; és g2 kiilonb6z6 pozitiv szdmokat, k pedig egy allando értéket jelent!qd Ezek a gorbék jelent&s szerepet
toltenek be a fénytanban.

Ha a Descartes-féle ovalis fokuszait valtozatlanul hagyjuk és a fonal hosszat valtoztatjuk, akkor konfokalis Descartes-
féle ovalisok rajzolunk. Ezek kozott az ovalisok kozott van olyan, melynek fékusza a gorbére esik. Ilyenkor szdgpontja
van a gorbének. Olyan is lehet, melyen kiviil esik az egyik fékusz, azonban nincs olyan gorbe, melyen mindkét fokusz
kiviil lenne. Természetesen fonallal nemcsak ¢; = 1 és go = 2 sillyal, hanem més egész stulyokkal rendelkez6 Descartes-
féle ovalist is lehet szerkeszteni.

Nem csak két fokusz, hanem héarom és tobb fokusz is szerepelhet kiilonb6zé sulyokkal. A 3. abra utolsd fonal-
menetérdl pl. leolvashatjuk, hogy ott az F) fokusz egyszeres sulyu, az Fy 3-szoros és i. t. Igy a gorbe egyenlete:
PF, +3PF; + ... = k (Irjuk be a hianyzo6 tagokat!)

Az emlitett gérbék mind olyan gorbék, melyen fekvd pontoknak az Fy, Fy, Fs ...F, rogzitett pontoktol vald
tavolsagaikat adott allandokkal szorozva alland6 Gsszeget kapunk, azaz melyekre

@ PFy + @PF + @3PF3 + - - -+ ¢, PF, = k,

ahol q1, g2, g3, - - - qn és k adott dllandok. Egy egyenesen fekvs fokuszu ilyen gorbék fonalas szerkesztése a XVII. szazad
végén TSCHIRNHAUS hollandi matematikusnél talalhato elsszor A

Vizsgaljuk meg most, hogy milyen gorbéket kapunk, ha pontok helyébe valamilyen gorbét tesziink. Keressiik azon
pontok geometriai helyét, melyek tavolsadgainak Gsszege egy adott ponttol és egy adott kortl véve allando (k). Ennek
fonalas szerkesztése is egyszerd. A kort helyettesithetjiikk egy hurokkal (5. abra).

5. dbra.

A fonal egyik végét kossiikk az Fj-hez, a mésik végét pedig a hurokhoz. A fonalat feszitsiik ki ceruzankkal és
mozgassuk agy, hogy a. fonal kifeszitve maradjon. Megallapithatjuk, hogy a gorbe vonal, amit kaptunk, egy ellipszis
ive. Ugyanis egy tetszdleges P pont tavolsdgainak OsszegeF-t6l és a kor Fy kozéppontjatol, ha r a kor sugara, k + r
és ez allandd. Ha a fonal hossza nagyobb, mint Fy F5 + r, akkor teljes ellipszist kapunk. Ha azonban a fonal hosszat
ennél a tavolsagnal kisebbre vessziik, akkor az ellipszis csak a korig fut. (Hogy folytatodik onnan?) A szerkesztést
elvégezhetjiik ugy is, hogy hurok helyett Fy koriil r sugarral kort rajzolunk, s az Fy és Fy-hoz rogzitett fonal hosszat
k + r-nek vessziik, de az ellipszist ekkor csak az elére lerajzolt korig rajzolhatjuk.

Még akkor is meg tudjuk szerkeszteni a gorbét, ha egy vagy tobb fékusz helyébe kor helyett valamilyen mas
Tschirnhaus-féle gorbét tesziink. Példaul megrajzolhatjuk azon pontok mértani helyét, melyek tavolsagainak Osszege
egy ponttol és egy Descartes-féle ovalistol alland6. Ekkor az ovalist a szerkesztéshez fontebb hasznalt fonalmenettel
helyettesitjiik és a ceruza szamara szolgaldé hurokhoz, meg az adott ponthoz kotiink adott hosszisagu fonaldarabot.

2Ha a Descartes-féle ovalis, két n = an torésmutatoju anyag érintkezési gérbéje, akkor az Fi-bdl kiinduld sugarnyaldb torés utan Fr-n
q2
megy at. Innen ered ezek fénytani jelentésége és annak magyarazata, hogy Fi, Fa-t fokusznak nevezik.

3Miive: ,Medicina mentis”(1695. Leipzig, els6 kiadas: 1686. Amszterdam). A kutatas modszereit vizsgalva példaképpen hasznalja ezeket
a gorbéket.



Aki kivancsi a keletkez6 gorbékre, rajzolja meg Gket. Ez bizonyosan meg fogja konnyiteni a vélaszt az alabbi
kérdésekre.

201. A cikkben nem targyaltuk meg teljesen azon pontok geometriai helyét, melyek egy ponttol és egy kortsl vett
tavolsdgainak Osszege allando. Adjuk a kérdés teljes targyalasat, minden lehetGséget figyelembe véve.

202. Adva legyen két — Fy, Fy kozépponttal rendelkezs — K5, Ko, kor. Jeloljiik egy tetszbleges pont tavolsagat a
két kortol dy, ill. da-vel.
Mi a mértani helye azon pontoknak, melyekre d; : do alland6?



