Sikgeometriai tételek bizonyitasa térgeometriai meggondolasok kozvetitésével
(Sztereografikus projekcio.)

A korsorokrol szolo kdzleményemben arra torekedtem, hogy lehet6leg ne vegyek igénybe aritmetikai segédeszk6z6-
ket. Mégis volt benne két ,szamitasos” részlet és éppen ezeken épiilt fel az egész kozlemény tartalma. A kovetkezs két
tétel bizonyitasdban alkalmaztunk aritmetikai meggondolast.

(o) Ha a k és | korok kozos pontja A és B, akkor az AB egyenesnek a két koron kiviil esé barmely pontjabol a két
korhoz 0sszesen négy egyenld érintd irhato.

(8) Ha héarom kor paronként metszs, a parok meghatarozta harom hatvanyvonal egy pontban talalkozik. (A bels6
hatvanypont esetében aritmetika meggondolast alkalmaztunk.)

Ha (a) és (B) tételt sikeriilne az aritmetika alkalmazésa nélkiil bebizonyitani, akkor az egész kozlemény tiszta
geometriai iton lenne targyalhato.

No most megmutatom, hogy térbeli meggondolasok segitségével, miképpen lehet ezt a két kényes tételt ,szamitas”
nélkiil bebizonyitani.

I

Toljunk a H forgashengerbe egy vele megegyezs atmérdji G gombot. A gdmb egy k f6kdre mentén érinti a hengert.
E kor sikja o, merglegesen all a henger ¢t tengelyére. Ha a k£ korrel hatarolt felsg félgombot merdlegesen vetitjiik az o
sikra, egyréti képet nyeriink, mely megtolti a k kor belsejét. A k kor a kép konturja.
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1. dbra.

Vagjuk &t a hengert és a gombot egy a t tengellyel parhuzamos (8 sikkal. Ez a hengert a és b alkotoban, a gombdt
I kérben metszi. Az « sikot pedig a k kor AB hurjaban.

Konnyen belathato, hogy az | kor a sik folotti felének a sikra es6 meréleges vetiilete éppen az AB hir, s ez az
egyenes szakasz a szobanforgé félkornek egyréti képe.

E szerint a ragzlapra irt k kér belseje és hirja mindég ugy tekinthetd, mint a k ereszvonal folé épitett félgomb kupola
és a kupoldra irt a rajzlapra merdleges sikban fekvd félkor merdleges vetiilete (képe).

Nyilvanvalo, hogy a k és | kor A-hoz tartozo érint6je két egymasra merdleges egyenes. (Az elsG vizszintes sikban
van, a masik pedig éppen a fiiggsleges a alkoto.)

Képzeljiik el kiilon a k és [ kort, mint egy-egy korlemezt 4gy, amint a térben allnak, tovibba hosszabbitsuk meg a
lemezek metszésvonalat, ez a h egyenes.

A h tetszéleges kiils6 pontjabol irjunk egy-egy érintét a két korhoz. HK az egyik, HL a masik érintd.



2. dbra.

Minthogy ezek a fels6 félgdmbnek H-bol irt érintéi, nyilvan egyenlék. Hiszen egy pontbdl a gémbhoz irt érintsk
mind egyenldk, mert egy forgaskup alkotoi. Ez a kap egy gémbi kis kor mentén érinti a gdmbot. (Kénnyen belathato,
tessék csak egy pontbol két érintét irni egy korhoz az igy nyert abrat a szimmetriatengelye koriil forgatnil!)

No most képzeljiink el egy sikban két kort, k1-t és ko-t, de igy hogy A, B pontokban messék egymast. Forgassuk az
abrat a szimmetriatengelye koriil. Két gomb keletkezik, amelyeknek a metszésvonalat az A is meg a B is leirja forgés
kozben. Tehat a két gomb egy gombi kis korben, [-ben metszi egymast.

H

3. dbra.

Az abra ki, ko, és | kore a G1, Go félgdmbot hatarold koroket és a metszési koriiket szemlélteti. A G gombre
gondolva, HK és HL egyenls; a G gombre gondolva, H K5, és HL egyenlS. Tehat HK; = HKos.

Ha a kq és ko korok alkotta sikbeli abrat értelmezziik, tekinthetjiik két félgémb-kupola ereszvonaldnak. A kozos
AB hur pedig a két félgdbmb-kupola metszésvonalanak képe. Vagyis a sikbeli dbra a térbeli alakzat képe.
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4. dbra.

A 3. abraval egybevetve nyilvanvalo, hogy a két kor létesitette h vonal kiils¢ H pontjabol irt H K, és H K5 érintsk
egyenlk. Ezzel az («) tételt ,szamolas” nélkiil igazoltuk.

Az 5. abrat tekintsiik harom félgémb-kupola meréleges képének, ahol rendre a k1, ko, k3 a harom kupola ereszvonala.
Legyen a G1, Go; Go, Gs3; Gs, G1 kupolaparok metszésvonala rendre az 12, log, l31. Az els§ két metszésvonalnak hio



és haos a képe. Az els6 két metszésvonal mindketteje a G gdmbre van irva, keresztez8ds allasban, metszéspontjuknak
az M a képe.
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5. dbra.

Ez a metszéspont, amint az 12 és 23 index is mutatja, mind a hdrom géombon rajta van, tehat az l3; metszésvonalnak
is pontja. Az l3; vonal képe pedig az AB hur, ezért az AB htrnak is at kell mennie az M képen. Ezzel pedig éppen a
(B) tétel ,szamitas nélkiili” bizonyitasat, nyertiik.

II.

Most mas, latszolag gyakorlati kérdésre térek at. A probléma a kovetkezs. Tessék a foldgombit sikon dbrdzolni
(Mas szoval: tessék a foldgombrol sikra vetett térképet rajzolni.) A végén majd kideriil, hogy a felvetett kérdéssel
val6 foglalkozas geometriai ismereteink szempontjabol is lényeges gyarapodast jelent. A géombi térkép termékeny, 1]
geometriai szemléleti modot fejleszt ki.

Nyilvanvalé, hogy az dbrézolas moédjat, a térkép gyakorlati céljahoz kell szabnunk. Olyan térkép sziikséges, amelyen
a foldrajzi halozat (a hossztsagi és szélességi korok halozata) jol tajékoztat és a fokmeérést a térképen egyszert médon
végezhetjilk. A foldrajzi halozat ,ablakokra” tagolja a térképet, s ha jo strd, akkor kénny a felszintagozodast ablakrol-
ablakra haladva belerajzolni. Tehat a foldgomb térképén lényeges kérdés a foldrajzi halozat abrazolasa.

Konnyd dolgunk lenne, ha a fold felszin hengerfeliilet volna. Ugyanis a hengeren a foldrajzi halézat egyszerd;
egyenletes strtséggel elrendezett alkotok és egyenletes stirtiséggel elrendezett koroket valaszthatnank halézati vonalak
gyanant. Persze a hengeres térképet is sikra kellene rajzolni. E véghdl a 0 szdmozastu alkotdja mentén felvagjuk a
hengert és sikba teritjiik. A kiteritésben a korok is kiegyenesednek és a sikra rajzolt szalagtérképen olyan haldzati
vonalrendszert nyeriink, mint ,,a kock4s” papiros két egyméasra meréleges vonalserege.

No de a gomb nem terithetd ki sikba. Ezért a leirt modszert a gomb esetében nem alkalmazhatjuk. Vegyiik talan a
goémb vetiiletét térkép gyanant? Sajnos a vetiiletben a halézatikorok altaldban nehezen rajzolhaté vonalakka torzulnak,
torzul a hosszisag, a szog, és a Fold egész felszinrajza.

Meégis a vetités otletéhez ragaszkodunk. Igyekezziink azonban a vetitést olyan médon berendezni, hogy a térkép
torzitasa a valésadgos terepviszonyokra valé visszakovetkeztetésben a lehetd legkisebb nehézséget akozza.

A térképpel szemben tdmasztott 1lényeges koveteléseink a kovetkezdk.

A foldgombre irt halozati korok képe kor legyen, (mind a hosszsagi, mind a szélességi korok képe). Ha ez sikeriil,
a térkép halozati vonalai korzével megrajzolhatok. Az ilyen jellegd térképet kortarto térképnek nevezziik.

Ha a Fold méreteihez képest kicsi feliiletrészt ragadunk ki, a valosagos felszinforma és a neki megfelels térképrajz
legyen hasonlo6. Ezt a kicsinyben val6é hasonlésagot ugy szoktadk mondani, hogy a térkép konformis.

Az utébbi kikétést most pontosabban értelmezziik. A kép és a foldfelszin kicsiny ablakainak a hasonlosaga azon
alapszik, hogy a térképen szerepls szdgek és a nekik megfelels térképvonalak alkotta szogek egyenlSk. Vagyis ha o', b
a térkép két egymaést metszd vonala és a, b a foldfelszinen nekik megfelelé vonalak, akkor

(a b)<t = (a'b')<

legyen. Ezt a kovetelményt teljesits térképet szdgtarts térképnek nevezziik. A kortartd és egyben szogtarto térkép
létesitésére alkalmas vetitési mod feltalalasa nehéz feladatnak latszik.

Az alkalmas vetitési mod feltalalasat Hipparchos-nak koszonhetjiik. A G gomb egy atellenes pontpérjat jeloljilkk £
és D-vel. Jeloljiik d-val a gomb érint6 sikjat a D pontban. (A 0 a tovabbi szévegben is ezt az érint sikot fogja jel6lni.)
Az F vilagito kozéppontbol vetitsiik az atlatszonak képzelt gémbhéj felszinrajzat a § képsikra. Az igy szarmaztatott
vetiiletet sztereogrdfikus képnek nevezziik.

II1.

A sztereografikus vetiilet szabatos geometriai targyalasidhoz most egy modellre volna sziikségiink. Kénytelen vagyok
abraval és hozzafizott értelmezs szoveggel potolni a modellt.



6. dbra.

A 6. abra a kovetkez6 viszonyokat szemlélteti. A G gobmb E, D atellenes pont parjat f fiiggsleges tengely (4tmérd)
koti Ossze. Az « sik merdlegesen all az f tengelyre, azaz vizszintes. Az f tengely talppontja az O’ = D’ pont. Az x
és y egyenes az X pontban érinti a gdmbot, tehat az OX sugarra merdlegesek. Az x egyenes az N az y egyenes az
M pontban metszi az « sikot. Az EX = s egyenes (az X pont vetitGsugara az E vetitési kozéppontra nézve) az X'
pontban metszi az « sikot. Tehat ha az E pontbol vetitjiik az z és y érinté egyeneseket, az NX' = 2’ és MX' = ¢/
lesz a képiik.

Ha az u és v egyenest az FE pontbol az 2’ és y' egyenessel parhuzamosan vezetjiik, vizszintes allastak lévén, a
gdmb két érint6 egyenesét nyerjiik. Az u-nak metszenie kell az 2-t, mart az u, ¥’ parhuzamos egyenespart dsszekots sik
tartalmazza az s egyenest és vele egyiitt az X pontot. Ezért az N X-nek metszenie kell az v egyenest. Hasonl6képpen
v-nek metszenie kell az y-t. U és V jeloli a szoébanforgd metszéspontokat. Az U pontbol a gombhoz irt UE és UX
érint6k egyenlSk. Mas szoval az UE X egyenlészara haromszog. Az u és x’ parhuzamossaga folytdn az N X X'A hozzéa
hasonlo, tehit egyenl@szari haromszég, NX = NX'. Hasonloképpen M X = M X'. Ebbsl mar az is nyilvanvalo, hogy
a NX'MA és NXMA egybevagoé haromszogek, hiszen az M N oldaluk kozos. Igy az X-nél és az X'-nél levs szogiik
megegyezik:

(zy)< = (2'y)<

Kénytelen voltam a tovabbi mondanivaléim miatt ezt a hosszi magyarazatot fiizni a modellt potld 6. abrahoz.

Lassuk csak, miféle 6sszefiiggéseket olvashatunk ki ebbél az abrabol?

(I.) Ha az f tengely E ddféspontjdbol a red merdleges sikra vetitjik a gomb érintdjét, akkor a vetilet 6rokli az érintd
hosszdt. (Az érint6 hosszan az érintének az érintési pont és a képsik kozé esd szakaszat értjiik)

(IL.) A széban forgo vetilet a gombi széget orokli. (Ez a fentirt szogegyenlGség szobaftizése.)

Ha az « sikot, allandban az f-re merdleges dllasban tartva, a D pontig emeljiik, akkor éppen a 0 sztereografikus,
érint6 képsikot nyerjiik. Az 2’ és ¢’ helyébe a veliik nyilvan parhuzamos z* és y* 1ép, s igy az ezek bezarta szog sem
valtozik. Tehat az F-bdl a d-ra valo vetiilet is szogtarto.

No most tessék az N pontot rogziteni az « sikon. Mozgassuk a fix N ponton dtmend x egyenest gy, hogy allanddan
érintse a gobmbo6t. Akkor az X érintési pont egy gombi kis kort ir le — ez a k — és az N-t6l mért tavolsagat allanddan
megtartja. Ez a tavolsag az N cstcsbol a gdmbhoz irt érinté-kap alkotoja. Persze a valtozé X pont képe, az x’ is
mozog az « sikon. Mit ir le a valtozd képpont? Egy az N kozéppont koré irt kért. Ugyanis a képpontnak az N-t6l vald
tavolsdga mindig ugyanakkora, mint a neki megfelel6 gémbi pontnak az N-t6l valo tavolsdga, ami pedig allandé. Tehat
az N pontbdl a gombhoz irt kup érintési korének az E-b6l az a-ra vald vetiilete olyan kor, melynek a kap cstcsa a
kozéppontja és a sugara a kup alkotdjaval egyenls.

Ha az « helyett a vele parhuzamos § sztereografikus képsik fogja fel a vetiiletet, akkor a szobanforgd vetiiletnek
ugyancsak kornek kell lennie (mert a kup sikmetszetei hasonlok és itt a vetitGsugarak kupot alkotnak).

Minthogy minden goémbi kor elGallithaté egy kiils6 cstcsbol a gdmbhoz irt érinté kdp érintési vonala gyanant, a
fokorok kivételével, belathato, hogy a G-re irt kéroket E-bdl a § érint6sikra vetitve, a vetiilet is kor.

Kivételesen viselkednek az E ponton &tmend korok. Mert e korhoz tartozo vetitd sugarak egy sikba esnek, kézonséges
sugarsort alkotvan. A sugarsor sikja egyenesben metszi a sztereografikus képsikot és ez az egyenes a kivételes helyzetid
kor egyréti, sztereografikus képe.

Modelliink segitségével bebizonyitottuk tehat, hogy a sztereografikus vetiilet kortarté és szogtartd. E szerint a
goémb koreihez a képsik koreit (esetleg egyeneseit) rendeltiik.

Megforditva is igaz a dolog. A sik tetszéleges korének, vagy egyenesének egy olyan kor felel meg a gémbon, amelynek
a képe éppen a sik szobanforgd kore, vagy egyenese.



197. feladat. Bebizonyitand6, hogy a d sik tetsz6leges korét az E ponttal 6sszekots kip korben metszi a G gombot.

198. feladat. Bizonyitando, hogy a G gémb legnagyobb koreinek (f6koreinek) a sztereografikus képe is kor, ha a
f6kor nem megy at az F ponton.

IV.

A gbmbre irt korok osszefiiggéseit tanulményozé geometriai fejezetet gombi geometridnak nevezziik. A sikra irt
korok Osszefiiggéseit tanulmanyozo kérdeéskort pedig korgeometridnak. (Megjegyzem, hogy a kérgeometridban az egye-
nest is kornek tekintjiik. Erre az ,egy kalap ald” vonasra az nyuajt alapot, hogy mindkett6 6nmagaban eltolhat6 vonal,
és a koron és az egyenesen kiviil ezzel a tulajdonsdggal més, sikra rajzolhato vonal nem rendelkezik.)

A sztereografikus projekcid kozvetitésével a gombi geometria és a koérgeometria szoros rokonsagba keriil. Ugyanis
minden olyan tétel, ami a gémbi korokre nézve a szog fogalmaval kifejezhetd, illet6leg minden olyan tétel, mely a
sik dnmagaban eltolhaté vonalainak szogekkel kifejezhets kapcsolatarol szol a sztereografikus vetités kozvetitésével,
egyméasba atjatszhato.

A gombon valo titkrozést pl. a kovetkezoképpen szokas érteni. Legyen a G gbmb egy f6kore az e kor és a gbmb egy
tetszbleges pontja P. P-bél az e sikjara éllitott merdleges egyenes mésodizben P’-ben metszi a gémbédt. Ez a pont
a P-nek a gombi tiikorképe. No most keriiljiik meg ennek a lefirasnak az alkalmatlan motivumait és fogalmazzuk at
a tiikroézést gy, hogy a leirdsban csak a kor és a szdg fogalméat alkalmazzuk. Mindazok a korok, amelyek a P és P’
pontokon atmennek az e {6kor sikjara meréleges sikokban vannak. E korok mindegyikét derékszogben metszi és felezi
az e f6kor.

A gbmbon valo tiikrozést ezzel definialhatjuk is: Mindazok a korok, amelyek a gémb felszinére ugy vannak irva,
hogy atmennek az adott P ponton és az e kort derékszogben metszik, még egy pontban taldlkoznak, s ez a pont a
P-nek az e-re val6 tiikorképe.

199. feladat. Bebizonyitandd, hogy a gdmbon valo tiikrozés miveletének sztereografikus képe a sikon, korre valo
tiikrozés (inverzio).

A sztereografikus leképezés 0j szemléleti modra nevel benniinket. Ebben a szemléleti modban a gombi geometria
és a korgeometria bizonyos tételei és fogalmai dualitasba keriilnek (parokban jelentkeznek). Elegendd, ha a tételpar
egyik tagjat bebizonyitjuk, a méasik tagja mar nem szorul bizonyitasra, mert az egyikbdl, a sztereografikus vetités
kozvetitésével, eleve tudjuk, hogy a masik tétel igazsaga is gépiesen kikovetkeztethets. Tréfasan igy mondhatjuk: ,két
legyet egy csapasra’.

200. feladat. A Fold egyenlitGjének és a 0-ik hosszisagi korének a metszéspontjabol vetitsiik a foldrajzi hélozatot
az atellenes pont érintd sikjara. Megrajzolandé a foldrajzi halozat képe, ha a kordket csak 30 fokonként tiintetjiik fel.
(Rajzot kériink és a készités leirasat.)



