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Részben ismeretes tételeket targyalok a kovetkezSkben. Sikgeometriai Osszefiiggéseket targyalok, s az okoskodasok-
bol igyekezem minimalisra, zsugoritani az aritmetikai izti meggondolasokat.

Legyen adott a k kor és a kiils6, vagy bels6 P pont. Vegylik P ponton 4t azt a szel6t, mely a kor kozéppontjan
megy at és legtavolabb es6 pontja, a rovid PU és hossztt PV szelvényt létesiti. Barmelyik iranyban forgatjuk a szel6t
P pont koriv, a hosszi szel6 egyre révidebb, a rovid egyre hosszabb lesz, s6t egy pillanatban PX és PY egyenlGvé
vélik. Bels§ pontra nézve a PO egyenesre meréleges allasban kovetkezik be az egyenléség: PA = PB.

1. dbra

Kiils6 pontra nézve pedig az érintkezés pillanataban: PE = PE. Jelolje PA, ill. PE tavolsagot roviden h, ill, e. Bar
a forgéas kozben a rovid szelvény novekedett, a hosszi meg fogyott, a szorzatuk allandé maradt. Mégpedig, bizonyara,
mar tanultatok,

(1) PX -PY = 1h?, ill. PX-PY =¢2

A belsé, illet6leg kiilsé pontra vonatkozo h2, ill. e mennyiséget a pont kérre vonatkozé hatvinydnak nevezziik. A
szel§ rovid és hosszu szelvénye szorzatanak az dllandosagat, az (1.) alatti egyenleteket, hasonlosagi kovetkeztetések
révén tanultatok bizonyitani. (Tudniillik PAY ~ PXB, PEY ~ PXE hasonl6 haromszogek).

II.

Két kor kozos hurjanak nevezetes tulajdonsagat talaljuk a pont hatvanyanak fogalma révén.
A 2. 4bran P pontot az AB hir egyenesén tetszblegesen valasztottuk.

P pontbol akar az I, akar a IT korhoz irt érinté egyenlé v PA - PB-vel, mert PA és PB szelvényeket akar az egyik,
akar a méasik korhoz viszonyitva tekinthetjiik. P-bdl a két korhoz négy egyenls érinté dgazik. Az érintési pontok P
kozéppont koré a vV PA - PB sugérral irt k£ koron sorakoznak.

Ha P pont mozog az [l egyenesen, a k kor is valtozik. Ha az A pont felé tart, a kor pontta zsugorodik; ha tavolodik
A-tol, a kor az s egyenesé tagul. (Ha az AB bels6 szakaszon van a P pont, akkor nem agazik ki belsle a korokhoz
érintd, tehat nincs hozzatartozo k kor sem). Mozgas kozben P pontnak a hatvanya allandéan valtozik, de az I korre és
IT korre vonatkozé hatvanya egymaés kozott dllanddan egyenlé marad, még akkor is, ha P belsé pontja a két kornek.
Ezért az, [ egyenest a két kor hatvdnyvonalinak nevezzik.

Ha P pont lelép az egyenesrdl, més lesz a hatvanya I korre, mint II. korre nézve. (Ha [-rél jobbra lelép a mi
abrankon, akkor az I-re vonatkoz6 hatvanya a Il-re vonatkozonél nagyobba valik). Bizonyitsatok be, hogy ez igy van!
1. feladat.)

Most pedig az egymast metsz6 gorbék hajlasszogének a forgalmat értelmezziik. Ennek a fogalomnak a bevezetése
a hatvanyvonal fogalmanak hasznos atfogalmazasdhoz vezet.

Két gorbe, g1 és go messe egymast az M pontban. Legyen e; és ey az érintdjiikk ebben a pontban. Nevezziik el az
e1, e egyenesek hajlasszogét a gorbék M pontban alkotott hajlisszogének. Ha a két egyenes merGleges egymasra, azt



mondjuk, hogy a két gérbe merdleges egymésra az M pontban. Ha a kor és b kor merdlegesek egymaésra az M-ben,
béarmelyikiik M pontbeli érintGje a masiknak a kézéppontjan megy &t.

Pillantsatok vissza a 2. abra k korére. Tiistént megértitek, hogy k kor az I, II koroket derékszogben metszi. S6t az
A B pontokat Gsszekitd végtelen sok kor barmelyikét derékszogben metszi. (Ugyanis II kor helyett vegyiik a végtelen
sok kor barmelyikét, de tartsuk meg az I kort). Igy a két kér hatvanyvonalat olyan modon is értelmezhetjiik, mint az
ket derékszogben metszd korék kdézéppontjanak geometriai helyét.
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3. dbra

S6t ezaltal tagithatd a hatvanyvonal fogalma, az egymast nem metsz6 korok esetére nézve is. Az egymast nem
metszd korokhoz mindig talalhato alkalmas k kor, mely mind a kett6t metszi, Az AB és CD egyenesek kozos P
pontjabol h-hoz érintét irunk, ennek a hossza PE = e.

Az 1, k korparra tiistént érthets, hogy P-bdl e-vel egyenld érintépar dgazik az I-hez. A II, k koérparra nézve pedig
az, hogy P-bdl a II-hoz agazik két érints, amelyek akkordk mint e. Eszerint P koré e sugarral irt k kor derékszogben
metszi mind az [, mind a IT kort. Tehat az igy nyert P pont az I, II par hatvanyvonalanak egy pontja. Bebizonyitjuk,
hogy a hatvanyvonal ebben az esetben is a két kor kozos szimmetria tengelyére meréleges egyenes.

5. dbra



Legyen P az el6bb mutatott eljards szerint szerkesztett pont és k a koréirt, derékszogi kor az I, II-hoz képest.
Tiikrozziik a k kort s egyenesre. Az igy nyert, k' kor szintén derékszogben metszi I és 11 kort.

Minthogy pl. I a k ,k’ kérpart derékszégben metszi, az A, B pontokon dtmend kdrsor mindegyik korét derékszdgben
metszi. Ugyanez &all Il-re is. Tehat az A, B pontokon atmend korok mind derékszogiiek az I és II-hoz, vagyis a
szobanforgo korsor koézéppontjait sorakoztato [ egyenes, az AB felezd merGlegese, az I és II kor hatvanyvonala.

Erintkez6 korok hatvanyvonala pedig nyilvanvaléan a kozos pontjukhoz tartozé kozos érintdjiik.

ITI.

Harom kor, I, II, IIT harom part értelmez: (I, IT); (II, III); (III, I). A harom par pedig harom hatvanyvonalat: a
12-, 23-, 31-et. Ez a hdrom egyenes egy P pontban, a hdrom kér hatvanypontjiban taldlkozik (6. abra).

6. dbra

Azért nevezziikk hatvanypontnak, mert ennek a pontnak mind a harom korre vonatkozo hatvanya ugyanaz. Ha P
kiils6 pont, akkor a beldle kidgazo hat érinté egyenls. Erintési pontjuk a P kozéppont koré irt k koron sorakozik. Ez
a kor az I, II, III koroket merGlegesen metszi.

A tétel bizonyitasdhoz a 6. abra els6 képe szemlélteti a viszonyokat. Egymast nem metsz6 korok esete. Jelolje P
a 23 és 31 hatvanyvonalak metszéspontjat, Akkor P-bdl két-két egyenld érinté agazik a harom korhoz, hosszusagukat
jelolje rendre a, b, c. A 23 egyenes II és III korok hatvanyvonala, ezért b = c¢. A 31 egyenes a III és I koroke, ezért
¢ = a. Tehat ¢ = b is igaz, amib6l éppen az kovetkezik, hogy a harmadik hatvanyvonal, az 1 2 is tartalmazza a P
pontot.

Ugyanezzel a meggondolassal a korok barmely kolcsonds helyzetének esetében megy a bizonyitas, csak arra az
egy esetre, nem, ha a korok barmely ketteje metszi egymast és a kozos hurok metszéspontja a korok belsejében van.
Tudniillik a tétel ebben a kiemelt esetben is igaz, de a P ekkor a kordk kozos hirjainak metszéspontja, s igy mind
a harom korre nézve belsé pont. Nem agazik bel6le a korokhoz érinté és nem irhatd koéré a harom kort merslegesen
metszd kor. Csak az érvényes ebben az esetben is, hogy mind a harom korre nézve P pontnak a hatvanya ugyanakkora.

Ennek az esetnek a szemléltetésére valo a 6. dbra masik képe. Az AB és C'D ko6zos pontjat jelolje P. Kossiikk E
pontot 6ssze a P-vel. Nem hissziik, hogy ez az egyenes az F' ponton is &tmegy. (Ha elhinngk, nem szorulna bizonyitasra).
Tehat EP két kiilonboz8 pontban metszi a II és III kort, jeloljiik ezeket G- és H-val.

A PA, PB és PC, PD szelvények az I korben vannak és igy az [.-ben mondottak szerint

PA-PB=PC-PD.
Hasonloképen a II korbél
PA-PB=PFE- PG

és a III korbdsl
PC-PD=PFE-PH.

E harom egyenl&ség alapjan
PE-PG = PE - PH,
azaz PG = PH.
Ez csak tgy lehetséges, hogy G és H ugyanaz a pont. Amde EP egyenes a II és III kort csak akkor metszheti egybeess
pontokban mésodszor is, ha éppen az F' ponton megy at. Ezt nem akartuk hinni, de most mar belattuk, hogy igaz.
Iv.

Ismeritek a. kdrsor elnevezést, tanultatok, hogy két ponton at szamtalan kor irhato, ezeknek az sszességét nevezziik
korsornak.
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7. dbra

Az A, B pontokon at irhat6 korsor tengelye az AB egyenes felez6mer6legese, az s, hatvdnyvonala az A és B pontot
Osszekots | egyenes, alappontjai az A és B pont. A korsor legkisebb korének AB az dtmérGje. Végtelen nagy kore is
van, mert az s tengelyen a kor kozéppontja akar jobbra, akar balra tavolodik a h,, kor, az [ egyenessé tagul.

Most 1j fogalmat vezetiink be, az A és B pontokhoz tartozé6 APOLLONIUS-féle kirsort. Az elnevezést megvilagitom
egy bizonyitasra kitizott feladat révén. Ismeritek a kovetkezs tételt. Ha A elGirt ardnymutatd és A, B megadott pontok,
akkor az

AX :BX =\

kirovast teljesité X pontok geometriai helye kor. Az A és B ponthoz tartozo, A ardnymutatojui APOLLONIUS kor.

Bizonyitsdtok be, hogy az A es B pontokon dt irhatoé kér sort derékszégben metszd k kor az A, B pontokhoz tartozo
egyik APOLLONIUS kor. (2. feladat.)

Az s tengelyt, A és B alappontokon dtmend korsort derékszogben metsz6 (k) korok Osszességét az A, B pontokhoz
tartozd APOLLONIUS-féle korsornak nevezziik. Van két ponttéd zsugorodott kore: A és B nullkoér. Van egyenessé tagult
kore: ez az s egyenes. A korsor tengelye az | egyenes €s hatvdnyvonala az s egyenes.

A két ponton &t irhato korsor koreinek megrajzolasa egyszert rajzi munka. Az A, B pontokhoz tartozé APOLLONIUS-
féle korsor koreinek megrajzolasahoz megadhato-e egyszerd rajzi utasitas? Igen. Legyen az AB dtmér6hoz tartozd kor
h és az atmérd egyenese . Az [ egyenes tetszéleges ) pontja, mint kézéppont, s a bel6le h-hoz vezetett érints, mint
sugar meghatéaroz egy k™ kort.

Az abra s és | tengelyt korsora derékszdgi korhdlozatot alkot. (Barmely h kor barmely k kort derékszoghen metsz).
A kiragadott sotét idom derékszogi kornégyszog. Oldalai korivek, szogei derékszogek. Ha a kdrnégyszoget stirtin rajzolt
halozatbol vessziik, mid6n oldalainak mérete AB tavolsaghoz képest elenyészden kicsinyek, a s6tét parcella ,,majdnem”
téglalap.

Ha A és B egybeesik, mindkét korsor egy pontban érintkezé korokbdl all. Egyik sor a méasikbol az A = B pont
koriil valé negyedfordulattal is szdrmaztathaté. A 7. dbra masodik képe szemlélteti ezt a két kiilonos korsort.

Konnyen belathato, hogy a sik barmelyik U pontjan egy h és egy k kor megy at, azaz A és B kivételével minden
pont egy s és | rendszerhez tartozo kor metszéspontjanak tekinthets. (Bizonyitsatok be! 3. feladat.)

A derékszogi korhalozat fontos szerepet jatszik a térképészetben. A térképen lathato hosszisagi- és szélességi korok,
ilyen halozatot alkotnak, az északi- és déli-sarkpont t6lti be az A és B alappont szerepét.

V.

Még egy fogalmat vezetiink be. A korre vonatkozé tiikrozés fogalmét. Az egyenesre valo tiikrozés fogalmanak
tagitasaval nyerjiik.

8. dbra

A fogalom tagitasanak egyik modjat szemlélteti az dbra. A’ pont A-nak a tiikorképe t-re nézve. A méasodik képen
t szerepét egy kor, a red bocsatott mendleges szerepét e kor egy sugara tolti be.



9. dbra

A fogalom tagitdsanak egy masfajta modjat szemlélteti a 9. abra. Szerkesszétek meg A pont ¢ egyenesre vald
tiikorképét. Az egyenes egy-egy tetszoleges pontja koré kort irunk, mely A ponton megy at. A’ két kor masik kozos
pontja az A’ tiikorkép. Ne felejtsétek el, hogy kq és ks merdlegesen metszi a t egyenest. Erre épitjiik a fogalom tagitasat.

Vegye at t szerepét egy kor. Két hozza derékszogi kor ki és ko az A és A’ pontban metszi egymast. Most ezt a
geometriai miiveletet nevezziik el a korre vonatkozé tiikrozésnek; A’ az A-nak t kérre vonatkozd tikérképe. Ha a kor
sugara r, akkor pl, a k; korre a szel6k tételét alkalmazva

OA-OA =12,

Visszatekintve a 7. abrara, ebben az értelemben mondhatjuk. hogy az A és B pontok, a hozzajuk tartozé APOLLONIUS-
korok barmelyikére nézve, egymasnak tiikorképe.

Kitizott feladatok:

4. — Legyen 1, 2, 3, 4, 5, 6 hat pont jele. Az 12, 34 és 56 talalkozzék egy pontban. Ha 1 2 3 4 és 3 4 5 6 pontok
egy-egy hurnégyszog csicsai, bizonyitsdtok be, hogy 5 6 1 2 is hirnégyszoget tiiz ki.

Ez a térben is igaz, s6t a térben azt is hozzatehetjiik. hogy a hat pont kéré gémb irhato.

5. — Adva van k kor és A, B pontok. Szerkesztends az A, B pontokon dtmend kor, mely a k kort érinti.

6. — Adva van ismét k és A, B. Szerkesztends az A, B pontokon atmené kor, mely a k kort derékszogben metszi.

7. — Tekintsiik egy megadott haromszog oldalait, mint egy-egy kor atmérdjét. A hozzajuk tartozo harom kor
hatvanypontja milyen 6sszefliggésben van a haromszoggel?



