Az alabbiakban kozoljiik az 1. szamban kittizott feladatok megoldasat.
6. Mutassuk meg, hogy ha a pozitiv szam, akkor [2a] — 2[a] értéke vagy 0, vagy 1.

Megoldas: Ha a egész szam, akkor 2[a] = 2a és [2a] = 2a, tehat a vizsgalando kiillonbség [2a] — 2[a] = 0.
Ha a nem egész szam, legyen a benne foglalt legnagyobb egész szam: [a] = ag, és igy a = ap + « ahol 0 < z < 1.
2[a] értéke nem fiigg x-t6l, hanem béarmely x-re 2[a] = 2a¢ De [2a] értékét mar befolyasolja x értéke, ugyanis

[2a] = [2(ao + x)] = [2a0 + 22] = 2a0 + (2],

tehét
[2a] — 2[a] = 2a¢ + [22] — 2a0 = [2x].
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Ha 2z < 1, azaz x < 3’ akkor [22] =0, ha 1 £ 22 < 2, azaz 3 < x < 1, akkor [2z] = 1.
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7. Mutassuk meg, hogy ( > mindig egész szam.
n

(2n)
(n!)2

Ha az deriil ki, hogy a szamlaléban minden p primszam magasabb, vagy legalabb akkora kitevén szerepel, mint a

2n
Megoldas: Hatarozzuk meg egy p primszam kitevGjét a < > = kifejezés szamlalojaban és nevezdjében.
n
nevezGben, akkor a nevez6 minden tényezGjével egyszertsithetiink és igy értékéiil egész szamot kapunk.
n

A szamlaloban (2n)!-ban egy p primszam kitevGje az 5. feladat megoldasabol nyert Legendre-féle azonossag szerint
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A nevezdében (n!)z—ben minden p primszam kitevGje a kétszeres az n!-ban szerepld kitevonek, vagyis

np=2[%}+2[1%}+...

A szamlaloban és neveziben levs kitevsk kiilonbsége
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Ez a kifejezés az el6z6 feladatban szerepld [2a] — 2[a] alaku kifejezésnek Gsszege. Mivel ezeknek értéke 0 vagy 1, igy

Osszegilik nem lehet negativ szam. Tehat valoban a nevezSben 1évs kitevs legfeljebb akkora, mint a szamlaléban 1évé.

Ez viszont az el6zéek alapjan éppen azt jelenti, hogy egész szam.
n
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8. Mutassuk meg, hogy ( n) torzstényezds felbontdsdban egyik primszdm hatvdnya sem lehet nagyobb 2n-nél.
n

Megoldas: Nézziik meg legfeljebb hanyadik hatvanyon fordulhat el egy p primszam. A kitev6ben szerepls végtelen

sok tagbol allo Osszeg tagjai valahonnan kezdve mind 0-val egyenl6k. Honnan? Biztosan eltinnek a tagok attol a
2 2

kitev6tél kezdve, amelyre il >1és % < 1. A két egyenl6tlenséget 6sszevetve kapjuk, hogy p” < 2n < p™ 1. Tehat
2 "

a fenti (1) kifejezésnek legfeljebb r tagja jon szamitasba. Ezek a tagok mind 0-val vagy 1-gyel egyenldk, tehat sszegiik
legfeljebb r. Vagyis p legfeljebb r-edik hatvanyon szerepel, viszont p” a fenti egyenlStlenség alapjan 2n-nél kisebb, vagy
vele egyenld.
2
9. Mutassuk meg, hogy ( n) primfényezds felbontdisdban v 2n-nél nagyobb primszamok legfeljebb elsé hatvdnyon
n
szerepelnek.

Megoldas: Ha p > v/2n, akkor mér p* > 2n, a 7. feladatban s, — ny-nek csak egy tagja lehet, ez is vagy 0 vagy
. (2n .9 3
1, tehét mar p“-tel sem oszthato.
n

2 2
10. Mutassuk meg, hogy ( n> nem oszthato ?n és n kézotti prémszdamokkal, ha n > 2.
n

2
Megoldas: Az allitas bizonyitasira azt kell igazolnunk, hogy minden olyan p primszam, ami ?n és n kozott van,

2 2n)!
( n) = E 7))2 tort szamlalojaban és nevezGjében ugyanazon a kitevén szerepel.
n n!



Legyen p egy ilyen primszam, akkor 2p nagyobb 4?n—né,l, méginkabb n-nél, tehat n! tényezdi kdzt méar nem fordul
els. Igy n! torzstényezdi kozt p az elsé hatvanyon, tehat (n!)z—ben méasodik hatvanyon szerepel. (2n)!-ban p ugyancsak
a masodik hatvanyon szerepel: ugyanis ha 2?” < p akkor 3p > 2n, tehat 3p nem szerepel a szamlaloban, viszont 2p
még el6fordul, hiszen 2p < 2n. (2n)!-nek p-vel oszthato tényez6i p és 2p. Szorzatuk 2p?, csak akkor lehet p-nek 2-nél
magasabb hatvanyaval oszthato, ha p = 2 volna. Azonban p nagyobb 2?n—néd, s igy n 2 3 folytan p > 2. n = 2 esetén

4
( 2) = 6 oszthato 2-vel, pedig eleget tesz a kivant egyenlGtlenségnek.

Most mér csak a 16. feladatban szereplé egyenlGtlenség megcafolasa van hétra; ha ez sikeriil, akkor, legalabb is
n = 100 esetén, képtelenség, hogy ne legyen primszam n és 2n kozott. Ezért mindenekel6tt azt nézziik meg, minél nem

lehet a (211) kisebb.
n
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17. Mutassuk meg, hogy ( n)
n

18. Tegyiik fel ismét, hogy n = 100 és hogy n és 2n kozott nincs primszam. Mutassuk meg, hogy akkor gVv2n < (2n)%
kellene legyen.

Ezt az egyenl6tlenséget most mar nem lesz nehéz megcafolnunk. Ugyanis legaldbb is valamilyen n-t6l kezdve, a
baloldal nagyobb kell, hogy legyen, mint a jobboldal, hiszen n a baloldalon (ha gyokjel alatt is, de mégis csak) a
kitevében szerepel, a jobboldalon meg csak alapként.

19. Mutassuk meg, hogy:

a) ha u = 4 és u egész szam, akkor 2% = 3(u + 1);

b) ha u = 4, akkor 2* > 3u (akr egész szdm az u, akir nem);

¢) ha u > 12, akkor (megint, akir egész szam az u, akir nem), 2% > u®.

20. Mutassuk meg, hogy n = 100 esetén a 18. feladatban szerepls egyenltlenség nem allhat.

21. Mutassuk meg, hogy n és 2n kozott (2n-et beleértve) mindig van primszam; azaz: bizonyitsuk be Csebysev
tételét.
No lam, nem is volt nehéz!



