Az els6 évfolyamban feladatsorozatot inditottunk CSEBYSEV tételének bebizonyitasara, mely azonban a Lappal
egyiitt abbamaradt. Tekintettel a tétel érdekességére és a bizonyitas egyszeri voltara, most djra elinditjuk. Megoldassal
kozoljiik azt a néhany feladatot, melynek megoldasa mar az elsé évfolyamban megjelent, a tbbieket pedig ujra ki fogjak
tlzni.

*

Hallottatok-e a vilaghird PAFNUTIJ Lvovicsc CSEBYSEV orosz matematikus tételérél? Arrol, amelyik azt mondja
ki, hogy barmely n egész szam és kétszerese; 2n kozott van legalabb egy primszam. (Pl. 2 és 4 kozott a 3, 3 és 6
kozott az 5, 4 és 8 kozott az 5 is, a 7 is, 5 és 10 kozott a 7, 6 és 12 kozott a 7 is, a 11 is. Még akkor is igaz a tétel, ha
n = 1, feltéve, hogy ,kozottet” agy értjiik, hogy 2n is beleszamitson; ez ugyanis n = 1 esetén 2, tehat primszam, de csak
akkor.) Aki hallott rola az is azt gondolja bizonyosan, hogy borzaszt6 nehéz lehet ezt a tételt bebizonyitani. Talan csak
akkor lehet reménye az embernek, hogy valaha is megértheti a bizonyitasat, ha érettségi utan matematikus-hallgatonak
iratkozik be az egyetemre, vagy még akkor sem lehet. Pedig ill§, hogy legalabbis hazankban minden, a matematika
irant érdekléds diak kozkincse legyen a CSEBYSEV-tétel, mert ERDOS PAL, magyar matematikus, masodéves egyetemi
hallgaté kordban olyan egyszert bizonyitéast adott ré, hogy valamennyien megérthetitek. Nemcsak, hogy megérthetitek,
hanem egy kis iranyitassal magatok is rajohettek az 6 bizonyitasara. Kittizok most és még néhany szamban egy-két
feladatot; aki ezeket megoldja, végezetiil majd be tudja bizonyitani CSEBYSEV tételét. Olyan élménye lesz a bizonyitas,
amit egyhamar nem felejt el.

*

A primszamokra vonatkozo tételek bizonyitasanak kulcsa mindig egy egyenlet, esetleg egyenlGtlenség, amelynek
egyik oldalan az ismeretlen, egyel6re még titokzatos primszamok szerepelnek, a masik oldatan pedig a jolismert egész
szamok. CSEBYSEV ilyen kulcs gyaniant LEGENDRE egy azonossigat hasznalja, amely azt mondja meg, hogyan lehet
az els6 n (pozitiv) egész szam szorzatat primtényezsire bontani. Ezt a szorzatot nl-sal (mondd: n faktorialis) szokas
jelolni; tehat 1! = 1,21 =1.-2=2,31=1-2-3=6,4'=1-2-3-4 = 24, stb. Arr6l nevezetes az n!, hogy
ennyiféleképpen lehet n didkot egy sorba allitani. De CSEBYSEV nem emiatt a tulajdonsaga miatt gondolt arra, hegy
szabalyosan novekszik; de ugyanakkor szorzat, tehat varhatod, hogy konnyt lesz primtényezdire felbontani, mégpedig
mindenféle, kevés és sok torzstényez6bdl allo szamoknak szorzata, tehat varhato, hogy torzstényezés felbontasaban is
lesz valami szabalyossag. Ismerkedjiink meg kozelebbrol n!-sal!

1. Bontsuk fel primtényezdkre 10!-t és 20!-t, a nélkil, hogy elébb elvégezndk a szorzdst.

Megoldas:

100=1-2-3-4-5-6-7-8-9-10 =
=2-3.22.5.(2-3)-7-23.32.(2-5)=2%.31.5%.7,

20!=10'-11-12-13-14-15-16-17-18-19-20 =
=(2%..3".52.7)-11-(22-3)-13-(2-7)-(3-5)-2* - 17-(2-3%)-19- (2% - 5) =
=218.3%.54.72.11.13 .17 - 19.

2. Hatdrozzuk meg 100! primtényezds felbontdsdban 2, 3, 5 és 7 kitevdjét.

Megoldas: 100!-t mar nemhogy kiszamitani, de még felirni sem volna tiirelmiink. Mégis el tudjuk képzelni, hogy ha
felirndk az elsé 100 pozitiv egész szam szorzataként: akkor igy kaphatnék meg primtényezés felbontasat, hogy minden
egyes (Osszetett) tényezGje helyébe beirnok annak primtényezds felbontésat és a 2, 3, 5, 7 s a tObbi primszamok
hatvanyait Osszegyiijtve, kitevéiket dsszeadnok. Igy példaul 2 kitevSje azon szamok szama 1-t61 100-ig, amelyekben
a 2 az els6 hatvanyon szerepel, hozzdadva azon szamok szdmanak kétszeresét, amelyekben a 2 a méasodik hatvanyon
szerepel, meg azon szamok haromszorosat, melyekben a harmadik hatvanyon szerepel, stb. A 2 csak azon szamoknak
a primtényezds felbontasaban szerepel, amelyek péarosak; ilyen van 100-ig 50. De ezek koziil 25 oszthatéd 4-gyel, tehat
csak a tobbi 25-ben szerepel az els¢ hatvanyon a 2. A 25 4-gyel oszthato szam koziil 12 oszthato 8-cal is, tehat csak
a tobbi 13-ban szerepel a masodik hatvanyon, a 2. A 12 8-cal oszthato szam koziil 6 oszthato 16-tal is, ezek koziil 3
32-vel is, ezek koziil 1 64-gyel is, tgyhogy 6 olyan szdm van, amelyik a harmadik, 3 olyan, amelyik a negyedik, 2 olyan,
amelyik az 6todik és 1 olyan (t. i. a 64), amelyik a hatodik hatvanyon tartalmazza primtényez&s felbontasaban a 2-t.
E szerint 2 kitev6je a 100! primtényezds felbontasaban:

254+2-134+3:6+4-34+5-246-1=097.

Hasonloan, minthogy 100-ig 33 3-mal oszthat6 szam van, ezek koziil 11 oszthato 9-cel (tehat a tobbi 22 tartalmazza
a 3-at az els6 hatvanyon), 3 oszthato 27-tel (tehat a tobbi 8 tartalmazza a mésodik hatvanyon), 1 oszthato 81-gyel
(tehat a tobbi 2 tartalmazza a 3-at a harmadik, ez az 1 pedig a negyedik hatvanyon), ezért 3 kitevsje 100! felbontésaban

224+2-843-24+4-1=48.



Minthogy 100-ig 20 5-tel oszthaté és ezek kozott 4 25-tel oszthatd szam van, tehat 16 tartalmazza az 5-0t az elsd, 4
pedig a méasodik hatvinyon, tovabba, minthogy 100-ig 14 7-tel és ezek kozott 2 49-cel oszthatd szam van, tehat 12
tartalmazza a 7-et az els@, 2 pedig a masodik hatvanyon, ezért 5 kitevGje 16 +2 -4 = 24, 7-é pedig 12+2-2 =16 a
100! primtényezés felbontasdban. E szerint ez a felbontés igy kezd6dik:

100! = 297 . 348 . 524 . 716

3. Hdny 0-ra végzddik 100!? Hat 1000!?

Megoldas: Minden szam annyi O-ra végzddik, ahanyadik hatvanyaval még oszthato a 10-nek. 10* primtényezds
felbontasa 2% - 5%, tehat egy szam akkor és csakis akkor oszthato vele, ha primtényezss felbontasaban 2 is, 5 is legalabb
a k-adik halvanyon szerepel. A legnagyobb ilyen & a kérdéses szdm primtényezds felbontésaban a 2 és az 5 kitevGje
koziil a kisebbik (ha véletlenil egyenldk, akkor kézos értékiik). Mivel 100! felbontasaban 2 kitevSje 97, 5-é pedig 24,
ezért 100! 24 O-ra végzddik. 1000! primtényezés felbontasaban az 5 kitevGje 249, mert 1000-ig 200 5-tel, 40 25-tel,
8 125-tel és 1 625-tel oszthaté szadm van, tehat 160 tartalmazza az 5-6t az els6, 32 a méasodik, 7 a harmadik és 1 a
negyedik hatvanyon és 160+ 2-32+3-7+4-1 = 249. A 2 kitevGje nagyobb ennél, hiszen 1000-ig 500 péaros szam van
s ezek mindegyike legalabb elsé hatvanyon tartalmazza a 2-t. Ezért 1000! 249 0-ra végzodik.

4. Hatdrozzuk meg (2™)! és (2" — 1)! primtényezds felbontdsdban a 2 kitevdjét.

Megoldas: Az 1,2,3,...,2" szamok kozott 2"~ paros van, ezek koziil 2" 2 4-gyel oszthato, 2" 8-cal, 2"~ * 16-
tal, ... végiil egyetlen egy 2™-nel oszthato. Igy koziililk 2"~ — 2772 tartalmazza a 2-t az elss, 2" 2 — 2”73 a masodik,
2n=3 _ 9"~4 g harmadik, ..., végiil 1 az n-edik hatvanyon. E szerint a 2 kitevGje a (2")! primtényezés felbontasaban

gnmlogn=2 4 9(2n=2 —on=3) 4 3(2" 3 — 2" ) 4 1=
=gnl_on=2 4 9. 9n"2 _9.on 8 4 3.9"mF . (n—1)+n=
=ontypon=2pon3 4 41=2"-1.
Minthogy (2" — 1)! = (2™)! : 2", azért primtényez6s felbontésdban a 2 kitevGje n-nel kevesebb, mint (2")!-éban,
vagyis 2" —n — 1.
5. Fejezziik ki az algebra nyelvén, hogyan hatdrozhatjuk meg n! primtényezds felbontdsdban a p primszdam kitevdjét.
Megoldas: Az 1,2,3,...,n szamok koézott annyi p-vel oszthatod van, ahény egész-szer megvan a p az n-ben, azaz

n n n
[;], annyi p>-tel oszthat6, ahany egész-szer a p* megvan az n-ben, azaz [F} , hasonloan p*®-nel L?] szamu oszthato,

n

s. 1. t.: végiil, ha pF < n < p*tL akkor pF-nal [—k} szamu oszthato, p magasabb hatvanyaval azonban egy sem. E
n n

szerint az 1,2,3,...,n szdmok, kozott |—| — |— | szdmunak a primtényezds felbontisa tartalmazza a p-t az els6

]%} — L%] szamié a harmadikon, s. i. t., L%] — [ﬁ

n n . 2 L,
hatvanyon, [—2] — {—3} szamué a masodikon, [ k} szamueé, a
p p p

(k — 1)-ediken és [ﬁk szamué a k-adikon. Igy az n! primtényez6s felbontasiban a p kitevsje
p

-1 21 ) -+ (31 -
-] 31) 3] - - ) )

n

ahol az Gsszeg az {—k} tagon tul is folytathato, hiszen a tobbi tagja tgyis 0. Az eredményt utélag még igy is igazol-
p

hatjuk: [E} jelenti az 1,2,3,... n szamok koziil a p-vel oszthatok. [%} a p2-tel, [%} a p>-nel oszthatok szamat,
p p p

Olv. ,, n egész része.” Ez a legnagyobb olyan egész szamot jelenti, mely még nem nagyobb E—nél. Lasd erre vonatkozdlag a 85-89.
p

feladatokat, I. évf. 49-51. és 71-72. lap,



n n n
s. i. t. Ha tehat egy szam p-vel oszthato, de p*-tel nem, akkor az {—] + {—2] + {—3] + ... Osszegben csak egyszer
p p p
vettiik szamba, t.i. az elsé tagban; ha p3-tel oszthato, de, p®>-nel méar nem, akkor kétszer vettiik szamba, t. i. az elsé
és masodik tagban; ha p3-nel is oszthato, de p*-tel nem, akkor haromszor vettiik szamba, t. i. az els6, masodik és
harmadik tagban, és igy tovabb; minden szamot annyiszor vettiink szdmba, amennyi a primtényezds felbontasaban a
p kitevGje, igy az Osszeg e kitevGk Gsszege, vagyis n! felbontasaban p hatvanykitevdje.

1
Megjegyzések: A p* < n < pFT! egyenlétlenseg k < loﬂ =P logn < k + 1 alakban irhato; tehat az ennek eleget
ogp

logn
logp

tevs egész szam k = { ] = [Plogn|.

n n T
Numerikusan adott n és p esetén célszertibb a szamitast igy berendezni legyen {—] = ny, { 1] = ng, [—2} =
p p p

ns,...; akkor n! primtényezds felbontasdban a p primszam kitevGje: ny + no + ns + ... + ng.

v 3] = 3] = [B] = [5] = [3] = (5] = [51] = [5] = v o sttt
BRI

Az 5. feladat megoldasaval a Legendre-féle
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azonossagban (ahol primszamok persze n-ig mennek) olyan kulcshoz jutottunk, amely alkalmas egyes, a primszamokra
vonatkozd kérdések megoldasara. De vajon hogyan forgassuk ezt a kulcsot, hogy a Csebysev- tétel nyitjat megtalaljuk?
Mit kezdjiink n!-sal, hogy éppen az n és 2n kozotti primszamokrol tudositson benniinket?

CSEBYSEV eredeti bizonyitasa egy nagyon bonyolult, az n! segitségével képezett kifejezés vizsgalatan alapul. ERDOS
(és mar el6tte az indus RAMANUJAN is) a Csebysev-féle kifejezés helyett a sokkal egyszeriibb

(2n)!  1-2...n(n+1)(n+2)...2n  (n+1)(n+2)...2n

(n)2  1-2-3...n-1-2-3...n 1-2-3...n

2 !
kifejezést hasznalja. Ezt a kifejezést ( :>—nel (mondd: 2n alatt n) szokas jelolni: dltalaban (Z)—nel az n'(mL_n)'
kifejezést jeloljiik. Ez arrdl nevezetes, hogy egy m tagt osztalybodl ennyiféleképpen lehet kijelolni egy n tagu kiildott-

m -
séget, igy ( ) csak latszolag tort, valdjaban mindig egész szam az értéke. De ERDOS sem azért gondolt arra, bogy
n

2
( n> segitségével fogjon hozza a Csebysev-tétel bizonyitasdhoz, mert ha egy 2n tagd osztalynak pontosan a felét
n

2
vissziik kirdndulni, akkor éppen ( n) feleképpen lehet kijelolni, hogy kik jussanak a kirandulok k6zé. Hanem azért,
n

mert (2”> _(n+(n+2)...2n

.93 meg kell, hogy érezze, hogy n és 2n kozott vannak primszamok Hiszen ezekkel a

primszamokkal minddel oszthat6, mert a szamlaléja oszthato veliik, de a nevezGje nem; az n-ig terjed6 primszamok
azonban a nevezGjében is el6fordulnak, igy ezek koziil sok kiesik egyszerisités kozben. Varhato hat, hogy ha feltéte-

2
lezziik, hogy n és 2n k6zott nincs primszam, akkor ( n> primtényezés felbontasabol sokkal kisebb értéket kapunk.
n

2 2
( n) szamara, mint amekkora valéjaban. Ismerkedjiink meg hat kozelebbrsl a ( n)—nel!
n n

6. Mutassuk meg, hogy ha a pozitiv szam, akkor [2a] — 2[a] értéke vagy 0, vagy 1.
2

7. Mutassuk meg, hogy ( n) mindig egész azam.
n

8. Mutassuk meg, hogy (2:) tozzstényezds felbontédsaban egyik primszam hatvanya sem lehet nagyobb 2n-nél.
(A hatvanyrol van szo, nem a hatvanykitevorol!)

9. Mutassuk meg, hogy (2:> primtényezés felbontasaban a v/2n-nél nagyobb primszamok legfeljebb elsé hatva-
nyon szerepelnek (azaz vagy nem szerepelnek, vagy csak els§ hatvanyon).

2n 2 2
10. Mutassuk meg, hogy nem oszthato a 3" és n kozotti primszamokkal (n-et beleértve, ha primszam; §n—et
n

akkor sem értve bele, ha n oszthatd 3-mal és gn primszam).

ILasd 85. feladat, L. évi, 49. 1.



