I. Az (1) szorzat minden egyes tényezGje két tovabbi tényezd szorzatéra bonthatod, i = 1,2,..., n esetén

Cmti — e =(m+i)(m+i+1)—k(k+1) =
=[(m+19)? k] + [(m+1i) — k] =
(3) =(m—k+i)(m+k+i+1).

Igy maga az (1) alatti P szorzat is irhato két szorzat, P, és P, szorzataként, ahol Pj-be soroljuk minden egyes (3)
alaku felbontéas els6 tényezGjét, P>-be pedig a mésodikat, vagyis

P=m—-k+1)(m—-k+2)...(m—k+n),
Po=(m+k+2)(m+k+3)...(m+k+n+1).

A (2) alatti @ szorzat, minden egyes ¢; tényezGje helyére az értelmezés szerint i(i + 1)-et irva, majd az el6bbihez
hasonlé atcsoportositassal ugyancsak

Q:clcg...cn:[1~2~...-(n—1)~n}~[2~3~...-n~(n—|—1)]:Q1~Q2,

ahol Q-gyel az els6, Q2-vel a masodik szogletes zarojelbeli szorzatot jeloltiik. A faktoridlis ismert jelével Q7 =
n!, Q2= (n+ 1) Igy azt kell megmutatnunk, hogy a kovetkezs hanyados:

P PP P P

Q @Q1-Q Q1 Q2
egész szam. Ehhez belatjuk, hogy az utols6 alak mindkét tényezGje egész.

II. P-ben n egymas utani egész szamot szorzunk 6ssze. Allitjuk, hogy ez n!-sal osztva mindig egész szamot ad
hényadosul.

Ha m+ 1 < k < m+n, akkor P; tényez6i kozott szerepel a 0, igy a P /Q, hanyados 0, allitasunk igaz.

k< m+1 esetén P;/Q; egész voltat ugy bizonyitjuk be, hogy megadunk egy feladatot, melynek megoldasarol
egyrészt azt tudjuk, hogy egész szam, masrészt megmutatjuk, hogy egyenld P /Q1-gyel. Legyen m — k+n = N igy a
feltevés szerint N > n.

A feladat a kdvetkezd. Egy verseny elss fordulojan N résztvevs indul, koziiliik az els6 n jut be a masodik forduloba.
Hanyféleképpen alakulhat a masodik fordulé mezénye?

A valasz nyilvanvaloan egész szam. Adjuk meg a keresett szamot elGszor a I1. forduloba bejutok helyezési sorrendjét
is figyelembe véve (holtversenyt kizarva). Az 1. helyezett N-féleképpen adodhat, a 2. helyezett a marad6 N —1 résztvevs
koziil N — 1-féleképpen, és igy tovabb, a k + 1-edik lépésben a k + 1-edik helyezett N — k-féleképpen adddhat, mert
miutan az els6 k dij mar gazdat talalt, a k + 1-edik dij gazdaja a még nem dijazott N — k résztvevd koziil keril ki. igy
a II. fordulé lehetséges helyezési sorrendjeinek szama

(4) N(N—1)...(N —n+1),

ami Pj-gyel egyenld.

Az eredeti kérdésre most mar ugy adhatjuk meg a valaszt, hogy a talalt sorrendeket csoportositjuk, egy csoportba
gytjtjik azokat, amelyekben ugyanazok a versenyzék kapjak az elsé n dijat; mindegyik csoport egyetlen lehetdséget
ad a II. fordulé mezényének kialakulasara. Igy minden egyes csoportba annyi sorrend jut, ahanyféleképpen ugyanaz
az a dijazott az n dijon megosztozhat. Szamuk annyi, mintha az els6 valtozatban az els6 a dijat n résztvevs kozott
kellene kiosztani, vagyis (4) értéke N = n esetére, ami n! = (1. Eszerint a csoportok szama P; /@1 és ez — mint lattuk
— egész szam. Ezt akartuk bizonyitani.

Ha végiil k£ > m + n, akkor P; minden tényezGje negativ egész szam, mindegyikbol (—1)-et kiemelve n egymaés
utani termeészetes szam szorzatat kapjuk (csokkend rendben), ezért

Do el
1 Q1
egész szam.

III. A P5/Q2 hanyados egész voltanak bizonyitasahoz eredményiinket n helyén n 4 1-gyel alkalmazzuk a kovetkez6
hanyadosra:

(5) (m+k+1)-P,  (m+k+1) P
Q2 B (n+1)!

Ennek szamlaloja n + 1 egymas utani természetes szam szorzata, tehat a hanyados egész. Igy pedig Py/Q- is egész,
mert a szamlalo elsé tényezdGje torzsszam, és nagyobb n + 1-nél, tehat nincs kozos osztdja Q2 egyik tényezdjével sem;
ezért, ha P»/Q2 tovabb nem egyszerisithets alakjanak nevezGje nagyobb volna 1-nél, akkor ez maradna a nevezGje
(5) tovabb nem egyszerisithets alakjanak is.




Fenti terviinket teljesitettiik, az allitast bebizonyitottuk.

Megjegyzés. A P; /@1 hanyados egész voltat belathatjuk agy is, hogy gondolatban P; et is, Q1-et is kiilonb6z6 alapu

torzsszamhatvanyok szorzataként elGallitva minden egyes, az n!-ban felléeps torzsszamrol megmutatjuk: a szamlaloban
legalabb ugyanakkora kitevével szerepel, mint a nevezében[]

LEfféle gondolatmenet olvashato6 a kovetkezd helyen: Kiirschdk Jozsef — Hajos Gyorgy — Neukomm Gyula — Surdnyi Jdnos. Matematikai
Versenytételek, I. rész, 3. kiadas, Tankonyvkiado, Budapest, 1964, 124. o. 1925/2. feladat.



