(1) t = 5sina + 4sin 2« + 3sin 3o + 2 sin4a + sin 5a.

[. Megmutatjuk, hogy a vizsgéland6 T tizenkétszog szimmetrikus a két kivételes cstucsot, A-t és B-t Osszekdtd
atlojara. A és B két torott vonalra bontja T keriiletét. Forgassuk el az egyiket A koriil ugy, hogy a két torétt vonal
A-ban csatlakoz6 szakaszai kozti szog is egyenls legyen a szabalyos 16-sz0g szogével, és legyen az elforditott torott
vonal szabad végpontja B’

1. gbra Crz

Ekkor a BAB’ torott vonal gy szarmaztathato egy egységnyi oldalt S szabalyos 16-szog keriiletébdl, hogy annak
4 egymaés utani oldalat a BB’ atloval levagjuk. A forgatas miatt B’A = BA, ezért A rajta van a BB’ atlo f felezs
mer&legesén. BB’ az S koré irt k kornek hdrja, ezért f a k-nak atmérGje, és S-nek szimmetriatengelye, igy az AB,
AB’ tordtt vonalak egymas képei f-re, tehat mindkét tordtt vonal ugyanannyi, azaz 6 oldalt tartalmaz 1" keriiletébol.
(Az 1. abra als6 B pontja helyesen B'.)

IL. Legyenek egy egységnyi oldala S szabélyos 16-sz0g egymaés utani cstcsai Cp, Cy, - - -, C15 (az el6bbi jelolésekkel
pl. Co = A, Cs = B, C1o = B’). Toljuk el a C1C5 ...C7 tordtt vonalat a m vektorral a CyD; ... Dg helyzetbe. Igy
Dg az S-nek CypCs tengelyén adodik, mert CyDg || C1C7 || CoCs, hiszen CyCyCrDg paralelogramma, masrészt mert a
Cy és Cg, valamint a Cy és C7 cstcsok egymés képei a CyCha tengelyre.

A C15C14 . .. Cy torott vonalat a Cp5Cy vektorral eltolva Cg ugyancsak Dg-ba jut, hiszen aj helyzete C15Co#CsCy
miatt paralelogrammat alkot a Cr, Cs, Cg csticsokkal, masrészt CoCsCr Dg ugyancsak paralelogramma, mert CsCy#C1 Cy
#C7Dg. A C1Cy...C7 és a C15C14 . . . Cy torott vonal egymas tiikros parja a CoCs tengelyre, masrészt kezdSpontjukat
e tengely ugyanazon pontjaba toltuk, ezért az eltolas utani helyzetek is tiikrosek CoCg-ra. Igy Cho, ..., C14 1j hely-
zetét Dr-tel, ..., Dyg-gyel jelolve a CoD1 ... Dg ... D11 = Tio tizenkétszognek egyrészt megvannak a feladatban elGirt
tulajdonsagai, masrészt teljesiil ra ezeknek az I. részben bebizonyitott kovetkezménye: a szabalyos 16-sz0g szogeitsl
kiilonbo6zé szogeinek csicsa Cy és Dg, és keriiletének e két cstucs kozotti részei 6 — 6 oldalboél allnak. Ezért az allitast
Tio-re kell bebizonyitanunk.

Legyen a D1 Do D3 Dy D5 és D11 D19DgDg D7 torétt vonalnak a D Cy, ill. MO vektoiel valo eltolas utani helyzete
CQEl E2E3E4, ill. CQE7E6E5E4, az E1 E2E3 és E7E6E5 torott vonalnak az E1 Co, ill. E7CO vektorral valo eltolas utani
helyzete CoFyFy, ill. CoF3F> (a fentiekhez hasonldéan Ey, ill. Fy ismét kozos végpontok a CoCs tengelyen, és az 0j
helyzetek is paronként tiikrosek a tengelyre). A cstcsoknak az eltolasokban megtett utjat is berajzolva S-et és benne
T1o-t felosztottuk egységnyi oldald rombuszokra, Tio-ben 15 rombusz keletkezett. A rombuszok tompaszoge a D1, Fr,
Fy pontnal (és tiikkorképiikben is, a kovetkezGket is igy értve) S szOgével egyenld, ami egyszerd szamitas szerint 7o, a
Cs, D2, Es pontnal 6a, a Cs, D3, E5 pontoknal, valamint Dg-nal 5o, D4-nél 4o (derékszog), ennélfogva a hegyesszogek
nagysaga rendre «, 2q, ill. 3. Igy a rombuszok magassiga rendre sin o, sin 2« sin 3, ill. sin4a = 1, és az egységnyi
alapok miatt ennyi a teriiletek mértékszama is.

Marmost Th2-ben az a hegyes szoggel biré rombuszok szama 5, a 2«, ill. 3a hegyesszoggel biroké 4 — 4, végiil a
négyzeteké 2. Ezek alapjan — és figyelembe véve, hogy sin3a = sinba — a 15 rombusz teriiletének Gsszegére (1)-et
kapjuk.
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Megjegyzések. 1. Az S idomot rombuszokra oszté halozatot a CoCy ... Cr7 és CyCys . .. Cy torott vonalak Cy koriili
egymés utani «, 2q, ..., 6 szoggel valo elforditasaval is megkaphatjuk.



2. Megoldasunkbol az is adodik, hogy S teriilete igy is irhato:
t1g = 7sina + 6sin2a + ...+ 2sin 6a + sin 7a.
Hasonloan az a = 1 oldalu szabalyos 2n-szog teriilete, a = 27 /n jeloléssel
to, = (n—1)sina+ (n — 2)sin2a + ... 4+ 2sin(n — 2)a + sin(n — 1)a.

3. Felhasznalva a fenti L. rész megallapitasat (T-nek CyDg egyik oldalan levs felét a Cy-bol kifutd atlokkal harom-
szOogekre bontva az egymés utani atlok kozti sz6g mindig «/2, az egymas utani atlok a végpontjukba befutd, Cy-hoz
kozelebbi oldallal «v/2-nek rendre az 1-, 2-, 3-, 4-, 5-sz0rosét zarjak be, a tovabbmend oldallal pedig a 13-, 12-; 11-, ill.
10-szeresét.

2. abra

Igy a haromszog (c? sin v sin 8)/(2sin~) teriiletképlete alapjan

a0 lda | 2a . 13« . 3a . 12« . da . 1l . ba . 10«
e sm§s1n—+81n—s1n—+sm—s1n—+sm—s1n—+sm—s1n— .

t
2 « 2 2 2 2 2 2 2 2 2
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Mindegyik szorzat masodik tényezGje egy tompaszog szinusza; ezt a kiegészit hegyes sz0g szinuszaval helyettesitve

C 2a | 3a C 3a | 4da 4o | ba . ba | ba
sin — sin —  sin —sin— sin —sin—  sin — sin —
t =sina + 2 2 + 2 2 + 2 2 + 2 2
o}
sin 5 sin 5 sin 5 sin 5

Marmost a

|8

x
sinn - §-sin(n—|— 1)-

sinz +sin2z +sindz 4+ ... +sinnx =
Lz
Sin 5
azonossééﬂ felhasznalasaval a jobb oldal 2., 3., 4. és 5. tagja rendre n = 2, 3, 4, ill. 5 értékkel 2, 3, 4, ill. 5 tagi

Osszegként irhato, és Osszevonés utan (1)-et kapjuk.
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