I. megoldas. Megadunk egy elirast a bejarasra, mégpedig olyant, amelynél minden utszakaszon (oldalon vagy
atlon) megszakitas nélkiil haladunk végig, iranyt csak a sokszog csicsaiban valtoztatunk.

Jeloljiik a sokszog cstcsait (tetszés szerinti sorrendben) a 0, 1, 2, ..., 2n — 1, 2n szdmokkal. A 0-bol indulunk
el, az 1-en, 2-n &t visszatériink oda, majd minden lépésben 2 tjabb csicsot az elGbbiekkel és egymassal Osszekotd
utszakaszokat jarjuk be. Ha a 0, 1, ..., 2k (k < n) kozti utszakaszokat mar bejartuk és visszatértiink 0-ba, akkor a
kovetkez6 Gton megyiink tovabb:

0, 2k+1, 1, 2k +2, 2, 2k+1, 3, ..., 2k—1, 2k+2, 2k, 2k + 1, 2k + 2, 0.

Ezzel programunkat megvalositottuk és visszaértiink a 0-ba, az eljarast tovabb folytathatjuk, mig minden utszakaszt
be nem jartunk.

1. dbra

Az 1. dbra a szabdalyos 7-sz0g ilyen bejarasat mutatja be. Megjegyezziik, hogy a sokszog szabalyos voltat nem
hasznaltuk fel, legfeljebb, amennyiben csak egyenes ttszakaszokat engediink meg, csak annyit, hogy 2n + 1 pont van
adva, amelyek koziil nincs 3 egy egyenesen.
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II. megoldas. A bejaras lehetSségét konkrét bejarasi el6iras megadéasa nélkiil fogjuk belatni. Egy A csticsbol
tetszés szerint elindulva haladjunk tovabb minden csicsboél valamilyen ttszakaszon, amig olyan csicsba nem ériink,
amelyikbdl indulé minden utszakaszon jartunk méar; roviden: amig megakadunk. Ez csak az A csicsban lehet. Ugyanis
minden més cstcson mindig at tudunk haladni, mert egy athaladas 2 ott végz6dé ttszakaszt hasznal fel, igy a csicsban
az egymés utani dthaladasok utan bejaratlanul maradt atszakaszok szdma a péros szamok 2n —2, 2n—4, ... sorozatan
at csokken. A-ban viszont a paratlan szamok sorozatan at csokken ez a szam, mert az elindulds utan 2n — 1 utszakaszt
hagytunk vissza.

Amennyiben az A-beli megakadasig nem jartuk be az egész uthalozatot, akkor javitjuk dtvonalunkat ugy, hogy
tobb utszakaszon haladjon &t. Mindenesetre minden cstucson legalabb egyszer athaladtunk, hiszen bejartuk az A-boél
odavezets utat. Minden olyan cstcsban, ahova még fut be bejaratlan utszakasz, paros az ilyenek szama. Egy ilyen B
cstcsbol indulva és a maradék halézaton megtett utunkat egy maés szinnel rajzolva csak B-ben akadhatunk meg ismét.
Marmost a két kiilonb6z6 szind utvonalat eggyé tehetjiik ugy, hogy az els6 bejaras soran B-be érkezve beiktatjuk az
1j szinnel bejart atvonalat, s csak ezutan haladunk tovabb az els6 ttvonalon.

Ha még mindig nem jartuk be az egész halozatot, akkor ismét olyan részhalézat maradt vissza, mint az els6
megakadas utén, s igy megismételhetjiik eljarasunkat. Az eredeti sokszodg oldalainak és atloinak szama véges, ezért
véges szamu hasonld atvonal-méddositas utan egyetlen, az egész haldzatot bejard utvonalat kapunk.

Megjegyzések 1. Feladatunk allitdsa egy grdfelméleti tételbdl is kovetkezik. []

2. Megadjuk egy maés, érdekes, rendszeres bejaras utasitasat. A sokszog egymas utani csicsait ismét a0, 1, 2, ..., 2n
szamokkal jeloljiik. El6készitésiil az atlokat osztalyokba soroljuk, r-edosztalyinak nevezziik azokat, amelyekkel a sok-
szoget kettévagva a kisebbik rész r oldalt tartalmaz a keriiletbél. Igy a legnagyobb osztalyszam n; az oldalakat elss
osztalyd atloknak tekintjiik, ekkor az osztalyok szdma n. Tovabba minden 4tlon elére megallapitjuk a menetiranyt:
ugy haladunk, hogy a sokszog nagyobbik része — mas szoval a sokszog kozéppontja — jobb keziink felé essék (réviden:
az atlokat iranyitjuk). Igy minden utszakasznak kijelltiik a kezdd és végpontjat, minden cstcsban n 4tlo kezdddik
(indul), és n atlo végzodik (érkezik), minden egyes atlo-osztalybol egy-egy.

A bejarast a kovetkezs elSirasok szerint végezziik: 1. A 0-jeld cstacsbol indulunk ki. 2. Ekkor és minden ide vald
visszaérkezés utan a még rendelkezésre allo atlok koziil a legmagasabb osztalyu &tlon haladunk tovabb. 3. A 0-t6l
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kiilonb6z6 csticsba érkezve ugyanolyan osztalya atlon haladunk tovabb, mint amilyenen oda érkeztiink. 4. A 01 szakasz
bejarasa utan a 0 csics megkiilonboztetett szerepét atadjuk az 1 csdcsnak, majd hasonléan a 2-nek és i. t.

Eljarasunk szemléletesen a kovetkezdt jelenti. 0-bol a Or atlén megindulva végigjarjuk az r, 2r, 3r, ... cstcsokat
— ahol a 2n-nél nagyobb szadmokat a 2n + 1-gyel valoé osztasuk maradékaval kell helyettesiteni —, mig vissza nem
ériink a 0-ba. Ha r-nek és 2n 4 1-nek nincs 1-nél nagyobb kozos osztdja, akkor ez az Osszes r-edosztalyd atloé alkotta
csillag-2n + 1-sz6g I bejarasa utan kévetkezik be ().

2. dbra

A 2n+1 =T esetben (2. dbra) r = 3 és 2 esete is ilyen, s igy 0-bol indulva az Gsszes 3-ad-, majd 2-odosztalyt atlot
bejarjuk, majd végigmegyiink az oldalakon. Hasonlé a helyzet, ha 2n + 1 primszam. 2n 4+ 1 = 15-szogben r = 7, 4 és
2 esete ilyen (lasd a csticsok bejaras szerinti sorrendjének alabbi felsorolasat). Az r = n eset mindig ilyen, mert n és
2n + 1 relativ primek.

Ha r és 2n + 1 legnagyobb kozos osztéja d > 1, akkor (2n + 1)/d = e lépés utan jutunk vissza a 0-ba egy
(egyszert vagy csillag-) szabalyos e-szog bejarasa utan (**). Ekkor a tobbi r-ed osztalyt 4tl6 d — 1 tovabbi, az elsGvel
egybevago sokszoget ad. Ezeket akkor jarjuk be, amikor az 1, 2, ..., d — 1 cstcs veszi at a 0 szerepét. A szabélyos
15-sz0g elveink szerinti bejarédsadban r = 6 esetére 3 csillagtszog, r = 3 esetére 3 kozonséges 6tszog adodik a 0, 1,
2 csucsokbdl kiindulva, r = 5 esetére pedig hasonléan 5 szabélyos haromszog a 0, 1, 2, 3, 4 csticsokbdl kiindulva.
A csticsok alabbi felsoroldsaban egy-egy ilyen vonalrész bejarasanak befejezését, valamint a 15-sz6g 1-1 oldalan valo
athaladast is, pontosvesszd jelzi.

Ezzel lényegében be is bizonyitottuk, hogy a bejarasi elsiras 3. pontja mindig teljesithets. Minden jk ttszakaszon
athaladtunk — ahol j < k < j+n (k > 2n esetén itt is a mondott helyettesitéssel) —, és csak egyszer. Ha ugyanis nem
haladtunk &t rajta, miel6tt j atveszi a 0 szerepét, akkor a szerepatvétel utan sorra vessziik a j-bél kiindulé Gsszes még
be nem jart atlot, utoljara pedig a j(j 4+ 1) oldalt, és ezzel adjuk at a 0 pont szerepét a (j 4+ 1)-nek. — Hatra volna
azonban még a (*) és (**) jeld allitasok bizonyitasa.
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3. Ha 2n + 1 primszam, akkor a kovetkezd elSirds is a fenti Gtvonalra vezet: 1. A On atlon indulunk és 2. minden
cstcsbol az onnan kiindulé legmagasabb osztalyu atlon haladunk tovabb. — Ha azonban 2n + 1 Gsszetett szam, akkor
igy a fenti (2n + 1)/d oldalu csillagsokszogeket nem mindig egyfolytaban jarjuk be. Meg lehet mutatni, hogy ekkor
viszont a 0 pontba mindig ugyanolyan osztalyu atlon érkeziink, amilyenen onnan utoljara elindultunk.

0; 7,14, 6,13, 5,12, 4,11, 3,10,2, 9, 1, 8, 0; 6,12, 3, 9, 0; 5,
10, 0; 4, 8,12, 1, 5, 9,13, 2,6,10,14, 3, 7,11, 0; 3, 6, 9,12,
0; 2, 4, 6, 8,10,12,14, 1, 3,5, 7, 9,11,13, 0; 1, 7,13, 4,10,
1; 6,11, 1; 4, 7,10,13, 1; 2;8,14, 5,11, 2; 7,12, 2; 5, 8,11,
14, 2; 3; 8,13, 3; 4; 9,14, 4;5; 6; 7; 8 9;10;11;12; 13; 14; 0.

3 ) 3 ) ) 3 ) ) ) ) )

2Lasd pl. Kiirschdk J.—Hajos Gy.—Neukomm Gy.—Surdnyi J.: Matematikai versenytételek, 1. rész, 3. kiad., Tankényvkiad6, Budapest,
1965, 46. o.



