I. Legyen a D koriili DC' sugara k korhoz E-bdl huzott egyik érinté érintési pontja F'. Fejezziik ki a kérdéses AB
és EF, valamint a szoba jovo tovabbi szakaszokat az adott haromszég CA = b, CB = a oldalaival és ACB< = v
szogével.

A DFE atfogdju DEF derékszogi haromszoghdl, majd a koszinusz-tételt alkalmazva a C D E haromszog DE oldalara
(1) EF? = DE? - DF? = DE? - DC? = CE* —2CD - CE cos DCE<.

Huazzunk parhuzamost C D-vel A-n at a BC' egyenessel valoé G metszéspontjaig (ami az oldal C-n tali meghosszabbitasan
adodik, mert A a BD szakasz D-n tali meghosszabbitasan van). Ekkor CAG egyenld szara haromszog, CG = CA = b,
mert

CGA< = BCD« = /2= DCA<« = CAG«.

Igy egyrészt
CE=CB+BE=CB+CA=CB+CG=BG=a+1b,

masrészt AG = 2bcosy/2. Tovabba a BDC és BAG haromszogek hasonlok, ezért
(2) DC:AG=BC:BG=BC:CE, ¢ésigy CD-CE=BC-AG.
Ezeket (1)-be beirva, a 2 cos2z — 1 = cos 2z azonossag folhasznalasaval

EF? = (a+b)* —2BC - AG cosv/2 = (a + b)* — 4abcos® v/2 =
=a® +b? —2ab(2cos?v/2 — 1) = a® + b* — 2abcosy = AB?,

amibdl FF = AB, amint a feladat allitja.

II. Messe az AB egyenest az ACG kiils6 szog felezGje D’-ben (kizarva természetesen a CA = CB esetet, amikor
a felez6 parhuzamos AB-vel), és probéljuk keresni az éllitasnak C'D’-re vonatkozé megfelel§jét a kovetkezok szerint.
Irjunk &’ kért D' koéré D'C sugarral, szerkessziink egy tetszés szerinti S pontjaban érint6t, és merjiik ra az ST = AB
szakaszt. Ekkor mindazok a pontok, amelyekbdl a k’-hdz hiizhaté érinték hossza AB-vel egyenls, a D’ koriil D'T
sugérral irt k" koron vannak. Tekintsiik k” és a BC' egyenes metszéspontjainak B-t6l mért tavolsagat. Az abra szerint
az E' metszéspontra a BE' = BE = CA sejtés adodik. Erre alapitjuk a kovetkezs allitast: ,,a B-bol C felé folmért
BE' = AC szakasz E' végpontjabol a k’-hoz htuzott E'F’ érintS hossza AB.” A bizonyitast az olvasé a fentiek csekély
modositasaval konnyen elvégezheti.

Konnyt belatni azt is, hogy az A, B betiik szerepe mindkét allitasban felcserélhetd.

Szeredi Péter (Budapest, II. Rakoczi F. g. IIL. o. t.)

Megjegyzések. 1. Egy bizonyos feltétel teljesiilése esetén a D’ koriili, D’'C sugart korhoz az eredeti E pontbol
hiizhat6 érint6 hossza is egyenlé AB-vel. Legyen AG’ | CD’, igy CD’ 1 CD miatt CG' = CA, BG' = b — a (mert az
abran b > a), AG' = 2bsiny/2. A BD'C és BAG' haromszogek hasonlok, emiatt

_ AG'-BC _ 2absin~y/2
~ BG'  b—a

(3) D'C



és a fentiekhez hasonléan, EC'D’< = 90° — ~/2, valamint a 2sin® z — 1 = — cos 2z azonossag felhasznalasaval

EF** =D'E* = D'F** = D'E* = D'C* = CE* —2CE - CD'sinv/2 =

a+b

b
:(a+b)2_b a+

-4absin® /2 = a® 4+ b* — 2ab
—a b—a

(1 —cosvy)—1].

Ez akkor egyenlé AB?-nek a koszinusz-tételbsl adodo kifejezésével, ha

a-+b
b—a

(1 — cosvy) — 1 = cos~y, masképpen ha

l1—cosy 1-—a/b
1+cosy 1+4a/b

Ekkor cosvy = a/b, 2 =b? — a?, vagyis a feltétel az, hogy a haromszogben B-nél derékszog legyen.
Balogh Jozsef (Hatvan, Bajza J. g. IIL. o. t.)
2. A belss szoglelezGszakasz hosszara is adhato a (3)-hoz hasonlo, gyakran hasznalhatoé kifejezés. (2)-b6l ugyanis

_ BC-AG  2abcos v/2

D
¢ CE a+b

E két képlet 6sszehasonlitasa is ravezethet arra az 6tletre, hogy a tételnek a kiilsG szogfelezdre vald kiterjesztésében a
CFE = a + b szakasz helyett a — b-vel probalkozzunk.



