A Stewar-tétel és alkalmazasa.

Az ABC haromszognek AB oldalan fekvd tetszéleges X pontot kossiik 6ssze a szembenfekvs C' csicsponttal, akkor
a Pythagoras-tétel értelmében:

a®> =m? + (a1 +9)°,
b2 =m? + (by — )%,

2 =m? +y2.
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E harom egyenletb6l m és y kikiiszobolésével elsallitunk egy egyenletet, amelybdl = értéke kiszamithaté. Evégbdl
a harmadik egyenletbsl m? = 2 — y? értéket az elsé és masodik egyenletbe helyettesitjiik:

a> =z +a? +2a1y, b2 =2® 4 b3 —2byy.

Szorozzuk meg az elsé egyenletet bi-gyel, a masodikat ai-gyel, ezutan adjuk Ossze Gket és vegyiik figyelembe, hogy
a1 + by = ¢, akkor kapjuk Stewart-tételét:

(2% + a1b1)c = a®by + b2ay.

Szavakkal kifejezve: ha valamely haromszog egyik oldalanak tetszéleges pontjat dsszekotjik a szembenfekvd cstcs-
ponttal, akkor az 6sszekotd tavolsag négyzetébdl és az oldal két szeletének szorzatabol alkotott Osszeg szorozva az illetd
oldallal, egyenlé a masodik két oldal négyzetének Gsszegével, mindegyik Gsszeadando szorozva az elsé oldalon fekvs
nem szomszédos szelettel

Ezutan alkalmazzuk a tételt néhany egyszeri esetben.

1. A sulyvonal hossza.

c
Ekkor az 1. dbraban a1 = b = 3 és © = s., igy Stewart tétele értelmében:

2
2, © _ 2¢€ 2C
(SC+4>c—a2+b2,

amibdl

1
S¢ = 5\/2(a2 +b2) — 2.

2. A szogfelezdk hossza.

Ismeretes, hogy a bels6 szogfelezd a szoggel szembenfekvs oldalt, a kiils szogfelezd pedig a szoggel szembenfekvs
oldal meghosszabbitasat a szoget befogo oldalak ardanyaban osztja. Ebbdl a két aranybol kapjuk:

be ac be ac
I AD = —— BD= — FA=— EB =
(L) a+b’ a+b’ a—"b’ a—b

! Matthew Stewart (olv. Sztyudrt) (1717-1785) skot matematikus, akinek tétele ,,Some general theorems of considerable use in the higher
parts of Mathematics” c. munkajaban, 1746-ban jelent meg.

2A tétel trigonometriai levezetését megtalaljuk Weber — Wellstein: Encyklopéddie der Elementar-Mathematik II. k. 331. old.



Az ABC haromszogben a Stewart-tétel értelmében:
(CD? + AD - BD) - AB = AC*- BD + BC? - AD,

vagyis ha CD = f,, akkor I. figyelembevételével:

be ac ac be
2 2 2
2 4 . =} a?—.
(7 a+b a—|—b)c a+b a—l—b’

ebbdl
(IL.) (a+b)*f2=ab[(a+b)" - ...
azaz c
2 = ab— abe———.
f'Y (a + b)2

Mas alakjat kapjuk a szogfelezs képletének, ha a Heron-féle jeloléseket alkalmazzuk. A I1.-bol:
(a—|—b)2f$ =abla+b+c)la+b—c).

Ebbdl a belss szogfelezs hossza, ha a + b+ ¢ = 2s és a+ b — ¢ = 2(s — ¢)-t helyettesitiink:

fr = —— \/3(s — ab.

a+b

Hasonloképpen kapjuk a kiils6 szogfelez6 hosszat. Evégbdl felirjuk az FBC haromszog AC szelGjére a Stewart-tételt:
(AC* + EA-AB)-EB = EC? - AB + BC? - EA,
vagyis, ha FC = ¢, és L-re tekintettel vagyunk:
be ac be
2 _ 2 2
<b + a—bc) a_p HeteLTy

Ebbdl az el6bbihez hasonld atalakitassal:

vagy

Az ABD héaromszogben a Stewart-tétel értelmében:

62 2 B f f
<z + Z) f=a'+b5

ahol e és f az atlokat jelentik.
Ebbél 4-gyel szorzas és az f tényezGvel vald osztas utan keletkezik:

2a% 4 2b% = 2 + f2.

Tehat minden parallelogrammaban az oldalak négyzetének Gsszege egyenld az atlok négyzetének Gsszegével.
A tétel meg is fordithatd: ha egy négyszdgben az oldalak négyzetének Gsszege egyenld az atlok négyzetének Gssze-
gével, akkor a négyszog parallelogramma.



A megforditast ugy igazoljuk, hogy az adott ABC D négyszogben az atlok E, F felez6pontjainak egymastol vald
EF tavolsdgat szamitjuk ki. A Stewart-tételt harom haromszogre alkalmazzuk:

2
) 2 €\ _ 26  ;2€
ABCA : (EB+4>€ a2—|—b2,
2
) 2 €  _ 2¢ 2€
ACDA : (ED+4)€ c2+d2,

f2

BEDA : (EF2 + I) f= EB2£ + Eng.

A tortek eltavolitasa és egyszertsités utan lesz:
4-EB? + €% = 2a® + 2b°,
4-ED? +¢2? = 2¢% + 242,
8 EF?+2f?=4-FEB*+4-ED?
E harom egyenlet megfelel§ tagjait dsszeadjuk:
8- EF? +2e? +2f% = 2a” 4 2b* + 2¢* + 242,
ill.
(I1L.) 4-EF?+ e+ fP=a®+b*+32+d...

Amde a feltétel értelmében
e+ fP=d+0+ A+
igy II1.-bol EF = 0, de akkor a két felez6pont egybeesik. Azonban az olyan négyszog, amelynek atloi felezik egymast,

parallelogramma, ennélfogva ABCD parallelogramma.
4. A Ptolemdus-tétel bizonyitdsa.

Jeloljik ABCD hurnégyszog atloit: AC = z+y = e és BD = u+ v = f, akkor ABCA-ben a Stewart-tétel
értelmében:

(Iv.) (u* + zy)e = a’y + bz ..
Azonban:

ABEA ~ DCEA : zy=uv, ay= uc
ADEA ~ BCEA : bz = du.



Ezeket figyelembe véve IV.-bél lesz:
(u? + uv)e = auc + bdu.

Osszunk wu-val és helyettesitsiink u + v = f, akkor megkapjuk a Ptolemaus-tételt:
ef =ac+ bd.

A Ptolemius tételnek ez a levezetése f6leg azért el6ny6s, mert egyetlen egy segédvonalat sem kell megrajzolnunkE

dr. Kresznerics Kdroly
Budapest

3A Stewart-tétel sok alkalmazésat talaljuk M. C. Thiry: Applications remarquables du Théoréme de Stewart el Théorie du Barycentre
1891, tovabba a ,Bulletin de mathématiques élémentaires” 1895-96. évf. (113-118. old.) és 1903-4. évf. (50. old.).



