I. megoldas. a) Legyen az (ABFE lapsikban fekvs) EF, UW egyenespar metszéspontja Uy, az EH, VIV egye-
nesparé Vj, ekkor UgVy az EFGH lapsik és a felvett S sik metszésvonala, igy atmegy G-n, és parhuzamos UV -vel,
mert egy sikot két parhuzamos sik parhuzamos egyenesekben metsz. Ezért az UgF'G és UAV haromszogek oldalai
paronként parhuzamosak, a haromszogek hasonldk, tehat

(2) UF : FG=UpF :b=UA: AV =u: v,

amibdl
UoF = bu/v.

Felhasznalva az Uy EW, U AW haromszog—par hasonlosagat is:

EW w—c
F=UF—-FE=—— -UA—-qa=
(3) Uo Uo W U a

U — Q.

Az Uy F-re kapott két kifejezés egyenlSségébol atrendezéssel (1)-et kapjuk.

wl

b) A vizsgélando helyzetekben a G-n &t valasztott S’ sik helyzetét a paralelepipedon G-t nem tartalmazo valamelyik
lapsikjahoz viszonyitjuk, pl. ABC'D = Si-hez. S’ helyzete 3-féle lehet: a) parhuzamos Si-gyel, — ekkor sem U, sem V
nem jon létre; 3) metszi Si-et egy az ABCD paralelogramma valamelyik oldalaval, pl. AB-vel parhuzamos egyenesben,
ekkor U nem jon létre, vagy hatarozatlan, ha ti. a metszésvonal maga AB, — mindkét eddigi esetben az allitas targytalan;
v) 8" az Si-et olyan m egyenesben metszi, mely az ABCD paralelogramma mindnégy oldalegyenesét metszi (de nem
megy at C-n, kiilonben a § vagy « eset allna eld).

Ha m atmegy A-n, akkor ide esik U, V és W is, u = v = w = 0, az Osszefliggés fennall; minden mas esetben U, V|
W az A-t6l kiilonb6z6 pontok, koziiliikk egy vagy kett6 az AB, AD, AE élek A-n tili meghosszabbitasan van. Ha az
ilyen esetekben a megfelels u, v, w mértékszamot negativnak vessziik (annak megfelelGen, hogy az AB, AU, az AB,
AV és AE, AW péarok koziil melyik all két ellentétes iranyu szakaszbol), akkor (1) fennall.

A bizonyitést az dbra U'V'W' sikja esetére vézoljuk, mas esetekben is hasonléan végezhetd el. (Az attekinthetGség
mego6vasa érdekében olyan S’ sikot vettiink, amely a fentivel azonos Uy, Vi pontokra vezet; ez a CB és CD élt a kis
korrel jelolt pontokban metszi, ide iranyulnak a G-b6l kiindulé metszésvonalak.) Ekkor AU’ = u és AV’ = v pozitiv,
AW' = w negativ, tehat az AW’ szakasz hossza (abszolit értéke) —w’, (2)-ben és (3)-ban csak annyi a véltozas, hogy
EW' = EA+ AW’ = ¢ — /', igy viszont

EW' c¢—w w —c

véltozatlan; ezzel allitdsunkat bizonyitottuk.

Lévai Ferenc (Tatabanya, Arpad g. IIL. o. t.)



II. megoldas az a) részre. Osszuk az AUVW tetraédert az AGU, AGV , AGW haromszogekkel harom tetraéderre.
A térfogatokat ugyanugy jelolve, mint magukat a tetraédereket:

AGUV + AGVW + AGWU = AUVW, és igy
AGUV ~ AGVW  AGWU

AUVW + AUVW + AUVW L

(4)

Az els6 hanyadosbeli tetraéderek AUV lapja kozos, igy térfogataik ardnya egyenls az erre az alapra merdleges magas-
sagok aranyaval. A magassagok G-nek és W-nek, vagy ami ugyanaz, E-nek és W-nek az alaptol valo tavolsagai, ezek
aranya pedig AE/AW = c¢/w. A (4)-beli tovabbi két hanyados hasonléan a/u, ill. b/v, igy

b
(5) Syl
w u v

amibdl a tortek eltavolitasaval (1)-et kapjuk.
Domokos Liszlo (Tatabanya, Arpad g. III. o. t.)

Megjegyzések. 1. Ugyanezt a bizonyitast térfogatok helyett teriiletekkel mondjuk el. Messe az AGW sik UV -t W3-
ben, ekkor AW, || EG, és igy GW1/WW, = EA/W A = ¢/w. Ugyanigy GV, /VV;, = b/v, GU,/UU; = a/u. Viszont
a segédabra szerint a GUV, GVW, GWU és UVW haromszogek felhasznalasaval a kifejezett ardnyok Osszege 1, igy
ismét (5)-re jutunk.

Elekes Gyorgy (Budapest, Fazekas M. gyak. g. IL. o. t.)

III. megoldas az a) részre. Legyen az AUVW tetraéder A-bol hazott magassaga AM = m, az AU, AV, AW
élnek az UV W alapsikkal bezart AUM, AVM, AW M szbge rendre «, 3, 7, tovabba a B, D, E, F' csicsnak AM-en
val6 vetiilete rendre B', D', E', F' (més szoval AM metszéspontja pl. a B-n atmend és az UV W alappal parhuzamos
sikkal). Igy m-et 4-féleképpen fejezhetjiik ki (4bra a 24. oldalon):

(6) m=u sina=v sinff =w sinvy, és
m =AM =AB'+ B'F' + F'M = AB' + AE' + AD' =
(7) =a sina+ ¢ siny + b sin g,

ugyanis B'F’ és AE', valamint F'M és AD’ a parhuzamos és egyenls BF és AE, ill. FG és AD élek vetiiletei (hiszen
M a G vetiilete), és igy egyenl6k.

Szorozzuk (7)-et m?-nel és irjuk m?> helyébe a (6) alatti harom kifejezés szorzatat, a jobb oldal mindegyik tagjaban
pedig helyettesitsiik m2-et annak a két (6) alatti kifejezésnek a szorzataval, amelyre minden tagban fellép «, 8 és v
szinuszanak a szorzata. Ezt a szorzatot k-val jeldlve

(8) uwvwk = avwk + cuvk + buwk.

Itt k # 0, mert a szogek egyike sem 0, hiszen a feltevés miatt a G-vel szomszédos C, F'; H csicsok egyike sincs benne
az UVW sikban. Igy (8)-at k-val osztva (1)-et kapjuk.

Dedk Jend (Budapest, Kolcsey F. g. III. o. t.)



Megjegyzések. 1. A 11. és I1I. megoldas is kiterjeszthets a tetraéderek, ill. az AM egyenesen lev$ szakaszok elhe-
lyezkedését megvizsgalva a b) kérdés megvalaszolasara is.

2. Az UVW sik barmely G pontjahoz képezhets olyan paralelepipedon, melynek G-vel szemben levé csiicsa A, innen
indulo élei az UA, AV, AW egyeneseken vannak (kivételes esetekben a test elfajul paralelogramméva, szakassza). Igy
(1), mas alakban (5), az UVW sik egyenlete az AB, AD, AFE tengelyekkel kifeszitett (4ltalaban ferdeszogd) térbeli
koordinatarendszerben, a mondott feltevések mellett.



