I. Tudjuk, hogy az y? = 2px parabola M (x1, y1) pontjihoz hiizott érinté egyenlete
yy1 = p(z + 21).
Esetiinkben p = 2, és az érint6 atmegy az eléirt P ponton, ezért
2y1 = 2(—8 4 x1).

Masrészt M rajta van a parabolan, igy
2 _
yi = 4x;.

E két egyenletbdl x; kikiiszobolésével
yi — A4y, — 32 =0,

amibdl iy = —4, y = 8, és a hozzéjuk tartoz6 z-értékek ] = 4, 2/ = 16, ennélfogva az érintési pontok M (4; —4) és
N (16; 8).

II. A PMN héaromszog teriiletének meghatarozasa céljara (1. dbra) valasszuk ki a magasségra nézve kozéps6
cstcspontot (papirunkat a szokdsos modon tartva). P, M, N ordinataja rendre 2, —4, 8, igy a keresett pont P. Vagjuk
ketté a haromszoget a P-n atmend, az X tengellyel parhuzamos egyenessel, messe ez az M N oldalt P;-ben, ennek
koordinatai egyszerid szamitas szerint P;(10; 2). A PPy M és PPy N rész—haromszogek kozos alapja PP) = 18 egység,
erre merdleges magassaguk M, ill. N tavolsaga PP;-t6l, abszolat értékben véve, ami 6, ill. 6 egység, igy mindkettének
teriilete 54 egység, a PM N haromszogé pedig 108 egység.
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III. Meghatéarozzuk a PM , PN szakasz és az M N parabolaiv hatarolta T idom teriiletét. Messe a PM, PN egyenes
az Y tengelyt Q-ban, ill. R-ben, igy T 0sszetehetd a PQ R haromszogbdl, valamint az OQM és ON R vegyesen gorbe és
egyenes hatarvonald idomokbél, parabolikus haromszogekbdl, melyeket az OQ, QM szakaszok és az OM parabolaiv,
ill. az OR, RN szakaszok és az ON iv hatarolnak. Legyen még M és N vetiilete az Y tengelyre My, ill. Ny, igy az
utobbi két idom teriiletét az OMy M parabolikus és a QM7 M egyenesvonalit haromszog teriiletének kiilonbsége adja,
ill. az ONN; és az RN Ny haromszogek teriiletének kiilonbsége. @ és R ordinatdja —2,ill. 4, igy a PQR, QM1 M és
RN N;j haromszog teriilete rendre 24, 4, ill. 32 egység.

Jelolje yo a parabola X-tengely folotti ive egy tetszés szerinti L pontjanak ordindtajat, és legyen L vetiilete Y-ra
Ly, igy OLy = yp (2. dbra). Az OLL; parabolikus haromszog teriiletét a két hatar kzé zaras modszerével] hatdrozzuk
meg. Osszuk fel OL1-et n egyenls részre, hiizzunk az osztépontokon és L-en &t merdlegeseket az Y-tengelyre, tovabba
parhuzamosakat az Y tengellyel a parabola és az el6bbi meré6legesek metszéspontjain at a szomszédos merdlegesekig.
A mer6legesek OLy L-et n részre, gbrbevonalt trapézokra és egy gorbevonali haromszogre osztjak. Mindegyik ilyen
rész magaba zar egy téglalapot — kivéve a gorbevonald haromszoget —, masrészt benne fekszik egy téglalapban, ezért
teriilete nagyobb az el6bbi téglalap teriileténél, és kisebb az utobbiénal. Igy az OLL; idom t teriilete nagyobb a beirt
téglalapok teriiletének Gsszegénél és kisebb a lefed6kénél.

Az osztaspontok ordinatai O-tol Ly felé haladva yo/n, 2yo/n, ..., (n — 1)yo/n, az ezekben emelt merdlegeseken
levé parabolapont abszcisszaja (ami az illet6 szakasz f6lotti trapézba beirt, és az alatta levs trapézt lefedd téglalap
hossziisaga), a parabola x = y?/4 egyenletébdl
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igy a lefedd téglalapokbol alakulo lépcsGs sokszog S, teriilete, a téglalapok k6zos yo/n szélességét mindjart kiemelve
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ugyanis az utolso lefeds téglalap hosszisaga yi /4 = n?y3 /4n?. A beirt 1épcsds sokszog s, teriiletét ebbdl az utolso tag
elhagyaséaval kapjuk, mas szoval agy, hogy 0-t irunk helyette. Ugyanis mindegyik gorbevonala trapézba beirt téglalap
egybevagd az als6 szomszéd trapéz koré irt téglalappal, az els6 (legalso) részbe, a gorbevonala haromszégbe pedig nem
irhato téglalap, de teriilete pozitiv, egy alsé korlatja a potlasul beirt 0. Igy

yg Lo 2 2
S”:I'F[l +2°+.. 4+ (n—1)%,

és minden n pozitiv egész szam esetén
Sp <t < S,

Lattuk a tankonyv idézett helyén, hogy az 1/3 szdm minden n pozitiv egész esetén
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kozé esik, és csak ez a szam esik a két korlat kozé, ezért az idézett gondolatmenetet befejezve
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IV. L helyén N-et véve yo = 8, és az ON N; parabolikus haromszog teriilete 128/3 egység, a mondott ON R idomé
pedig az elérebocsatottak szerint 128/3 — 32 = 32/3 egység.

Az OM; M parabolikus haromszog teriilete nyilvanval6an egyenls az M-nek X-re vett M™ tiikorképébdl hasonloan
adodo OM; M™ parabolikus haromszog teriiletével. M™* ordinataja +4, ezt irva yo helyére az el6bbihez hasonloan
kapjuk, hogy a mondott OQM idom teriilete 4/3.

V. Mindezek szerint a PM NA-bol a T idom teriilete 24 +4/3432/3 = 36 egységnyi. A parabolaiv és hurja kozotti
részé 108 — 36 = 72 egység, és igy a két rész aranya 1 : 2.

Kun Istvin (Budapest, Kossuth L. kozg. techn. IV. o. t.)

Megjegyzések. 1. Az M, N pontok koordinatait az I. részben idézett képlet alkalmazasa helyett gy is megha-
tarozhatjuk, hogy felirjuk hatarozatlan m irdnytényezével egy a P-n atmend egyenes egyenletét, majd az m-et agy
hatarozzuk meg, hogy az egyenes és a parabola metszéspontjanak pl. abszcisszajara adodo masodfoku egyenletnek csak
egy gyoke legyen, tehat diszkriminansa elttinjék. Ez m-re mésodfoki egyenletet ad, amit a két érint6 irdnytényezdje
elégit ki.

2. A PM N haromszog teriiletét tobb dolgozat a

[21(y2 — y3) + 22(ys — y1) + x3(y1 — y2)] /2

képlet alapjan szamitotta — ahol x;, y;, a C; cstics koordinétai, ¢ = 1, 2, 3 —, nem tudva, vagy figyelmen kiviil hagyva,
hogy a teriiletet helyesen a mondott kifejezés abszolut értéke adja meg. Igy esetiinkben a csucsokat pl. P, M, N
sorrendben véve 108, viszont a PN M sorrendhez —108 adédnék teriiletiil.

Hasonlo6 probléma meriilne fel, ha az (1) képletbe kozvetleniil yo = —4-et helyettesitenénk.

3. Belathato, hogy a parabola két érintGje és az érintési pontokat Gsszekdts hir alkotta haromszog teriiletét a
parabolaiv mindig 1 : 2 ardnyban osztja ketté.



