I. megoldas. k-nak barmely M pontjihoz szerkeszthets egy A-n atmend és S-et M-ben érinté G gbmb. Valoban,
e gomb P kozéppontjanak rajta kell lennie egyrészt az M-ben S-re allitott m merslegesen, mésrészt az AM szakasz
51 felez6 meréleges sikjan. Sj-nek és m-nek mindig van egy hatarozott kozos pontja, hiszen csak dgy lehetnének
parhuzamosak, vagy 57 tgy mehetne at m-en, ha S mer6leges lenne S-re, ekkor pedig M-mel egylitt az AM egyenes
és az A pont is S-ben lenne, a feltevéssel ellentétben. G sugara P-nek M-t6l valo tavolsaga (1. abra).

1. dbra

Az m egyenes annak a H hengerfeliiletnek egy alkotdja, amelynek S-beli metszete k, és amelynek tengelye merdleges
S-re; eszerint P rajta van H-n.

Ujabb feltételt kapunk P szamaéra, ha bebizonyitjuk a feladat allitasat. Ugyanis a gomboknek az allitas szerinti
tovabbi kozos pontjat B-vel jelolve AB minden szoban forgé gémbnek hurja, igy P mindig az AB szakasz felezd
merdleges sikjan, So-n van. Ezek szerint P csak H és Sy metszésvonalan, e-n lehet. Ismerete, hogy az e vonal
altaldban ellipszis, amely lehet kor is, ti. ha S merSleges H tengelyére, vagyis parhuzamos S-sel, aminek feltétele,
hogy AB mer6leges legyen S-re (2. abra).

Y 2. dbra

Ratérve az allitas bizonyitasiara, legyen k kdzéppontja O, sugara r. Az AOM = Sy sik G-t egy ks korben metszi,
és kpr-nek M-beli érintGje az OM egyenes, mint S és Sy koz0s egyenese, mert G-nek nem lehetnek pontjai S két
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oldalan, és igy kpr-nek sem OM két oldalan. Legyen OA és kj; masodik kozos pontja B, és alkalmazzuk a korhoz
kiils6 pontbol hiuzott szel6re és érintére ismert tételt kps-re és O-ra:
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(1) OA-OB =0M?*, innen OB = 04 ~ 04’
allando (itt OA # 0, mert O az S-ben van, A pedig az S-en kiviil). Eszerint M barmely helyzetében kjs, és vele G is,
atmegy az OA egyenes (1)-gyel meghatarozott B pontjan; az allitas helyes.

Amennyiben OB = OA adddik, vagyis OA = r, akkor B azonos A-val, nincs a gémbdknek tovabbi kdzds pont-
ja. Ekkor viszont kjp; mindig érinti az OA egyenest A-ban, és ugyanez all minden G-re, tehat P az OA-ra A-ban
merdlegesen all6 sikon van.

Megmutatjuk, hogy az e metszésvonal minden P pontja hozzatartozik a keresett mértani helyhez: a P kézéppont,
A-n dtmend G gomb a k egy pontjaban érinti S-et. Az érintési pont csak P-nek S-en levé M vetiilete lehet, ez valoban
a k-n van, hiszen P a H henger feliiletén van; igy elég azt beldtnunk, hogy G atmegy M-en. Ekkor a PM sugarra
M-ben merdlegesen allo OM egyenes érinti G-t. Elég tehat megmutatnunk, hogy PM = PA. Mivel P az Ss siknak is
pontja, igy az OB egyenesen levé P’ mer6leges vetiiletd felezi az AB szakaszt. Ezért

AP? = AP? + P'P? = AP? + OP* — OP? = OP? — (OP' — AP")- (OP' + P'A) =
= OP? — (OP' — BP')- (OP' + P'A) = OP? — OB - OA.

Ebbdl (1) és OM = r folytan
AP? =0OP? - 0OB-0A=0P? — 1?2 =0P? - OM? = PM?,

tehat az AP és PM tavolsagok egyenlSk, M rajta van G-n. Ezt akartuk bizonyitani.
Lovdsz Laszlé (Budapest, Fazekas M. Gyak. G.)

II. megoldas. Tovabb hasznaljuk az I. megoldés jeloléseit, és felhasznaljuk azt a megallapitast, hogy P a H
hengerfeliileten van, valamint a kovetkezd sikgeometriai segédtételt: ;ha az f egyenes egy pontja M, és a sik egy f-en
kiviili pontja A, akkor az f-et M-ben érint6 és A-n dtmend kor sugara
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ahol Ay az A vetiilete f-re.” Az éllitas a 3. &bra PM F és M A A derékszogi haromszogeinek hasonldsagabol kovetkezik,
F az AM szakasz felezGpontja, a feltevés miatt a # 0.

3. dbra

Ebbdl mindjart adodik, hogy ha a 3. dbra sikja mergGleges S-re, S-sel valéo metszésvonala f, és Ag azonos O-val
— vagyis amig M koriilfut k-n, AgM allando —, akkor ¢ is allando, és P a H-nak egy az S-sel parhuzamos sikkal
valé metszetén, koron fut koriil, hiszen abrank H-nak barmelyik tengelymetszetét megadja. Ebben az esetben P-nek
barmely az OA-n atmend sikon valo vetiilete egyenesszakaszt ir le. Tovabba az is adddik, hogy a gébmbok masodik
alland6 pontja az dbra B pontja, ill. a = m = p esetén nincs masodik allandé pont; ekkor viszont mindegyik gémb
A-ban érinti az AgA = OA egyenest.

Megmutatjuk, hogy P-nek az OA-n atmend és S-re merdleges S™ sikon levs @ vetiilete mindig egyenesszakaszt ir
le. Ebbé&l mar kovetkezik, hogy P mozgasa abban a sikban folyik le, amely mer6leges S*-ra, és azt a mondott szakasz
egyenesében metszi. A szakasz H és e sik metszésvonalanak a vetiilete.
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4. dbra

M és @ mozgasat egy—egy derékszogl koordinatarendszerben tekintjiik. Legyen ezek kozos origdja O, kozos X-
tengelye az OAg egyenes, a masik tengely az S-beli rendszerben Y, az S*-beliben Z, Ay kozos = koordinataja b,
tovabba M vetiilete X-en N, igy az M PQN négyszog téglalap; legyen végil ON = z, NM = y, NQ = z. M
palyajanak, k-nak egyenlete 22 + y? = r%. (2) felhasznalasaval Q ordinataja (3. és 4. abra)
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(3) z:NQ:MP:g:%(aQ—l—MA%):%[az—i—(b—x)?—i—y?}:
1y 9 9 _a2+b2+r2 b
—2a[a + b = 2bz + (2° +¢°)| = 5 —

Ez az X7 koordinatarendszerben valoban egyenes egyenlete. Az egyenesbdl @ a k-ra tekintettel a —r <z < r
szakaszt irja le (mégpedig 2-szer).

Az iranytényezdbdl lathato, hogy a talalt egyenes — és igy P pélyajanak sikja is — merdleges O A-ra. b # 0 esetén az
egyenes és a sik ferdén hajlik Z-hez, ami H-nak is tengelye, és igy P palyaja az I. megoldasbeli idézet szerint mindig
ellipszis.

A vizsgalt gombok S*-ot olyan kérben metszik, amelynek kbzéppontja @, és amely atmegy A-n. Eszerint a (3)
egyenes minden ilyen kérnek szimmetriatengelye, tehat minden ilyen kor és minden gémb is &tmegy A-nak az egyenesre
valo B tiikorképen. B az OA egyenesen van.



