I. megoldas. Legyen az ABE = H;, BCE = Hy, CDE = Hs, DAFE = H, haromszog magassagpontja és
stlypontja rendre M;, ill. S; (i = 1, 2, 3, 4); (1. abra). Megmutatjuk, hogy az M; pontok — és az S;-k is — egy-egy
paralelogramma csucsai, azok egymashoz azonos koriiljarassal hasonlok, és megfelels oldalaik merélegesek egymasra.
Ebbdl méar kovetkezik, hogy egyiket 90°-kal elforgatva a mésikkal hasonlé helyzetbe jut. Végiil megmutatjuk, hogy
a kérdéses My Ms és So5, szakaszok a paralelogrammak megfelel§ atloi, tehat ezek is merGlegesek. — Ha az AC és
BD atlok merdlegesek, akkor mindegyik M; azonos E-vel, az allitas targytalan, ezért feltessziik, hogy az atlok nem
merdlegesek, és a bettizést ugy valasztjuk, hogy AEB = ¢ hegyesszog.

2.gbra

Hi-nek és Hy-nek B csicsa és a vele szemben levd oldalanak AC egyenese kozos, ezért S;.52 parhuzamos AC-
vel, hiszen S is, Sy is harmad akkora tavolsagban van AC-t6l, mint B, ugyanazon az oldalon. Ugyanigy S554|AC,
tehat S354]S1S2, tovabbéa S1.5,||BD||S2S3, az S1525354 = S négyszdg valoban paralelogramma. S oldalainak hossza
5152 = AC/3, 5154 = BD/3.

My és My a B-b6l AC-re bocsatott merdleges pontjai, ezért My My mer6leges AC-re, ugyanigy MsM, is, igy
My Ms|| M3 My, hasonléan My My L BD 1 MsMs, tehat az Mo My MyMs = M négyszog paralelogramma. Tovabba M és
S két-két oldala merdleges: Mo My és My Mg mer6leges S1.55-re, MsMs és My My mer6leges S2S3-ra, igy a két parale-
logramma szogei egyenlSk, mert merGleges szaru szogek vagy egyenl6k, vagy kiegészits szogek, és egy paralelogramma
szogei ugyancsak kiegészitd szogek.

Legyen az A, B, C, D cstcs vetiilete a vele szemben levé atlon rendre A', B', C', D'; ekkor M; My = A'C’/sine,
maésrészt A'C' = AC cose, ezért My My = AC ctge, hasonléan MaMs = BD ctge, igy az oldalak ardnya

M3M2 : Mng =BD: AC = 8481 : 5182.

Ebbdl és a szogek egyenlGségébdl kovetkezik M és S hasonlosiga, mert véve egy-egy egyenls szogiiket, az ennek
csucséval szemben fekvs atlé M-et is, S-et is paronként hasonlé haromszogekre bontja, tovabbé koriiljarasuk egyezé
volta, mert a figyelembe vett egyenls szogek mer6leges szarain vannak az egymassal ardnyos oldalszakaszok.

Héatra van még annak belatasa, hogy az M; csticsnak Sy felel meg, ezeknél vannak tompaszogek. Mindegyik S; az
E pont koriili négy szogtartomany koziil abban van, amelyikben a megfelel6 H;, mert a silypont mindig a haromszog
belsejében van, igy 5152531 = CEB< = 180° — ¢, valtoszogek. My a Hy-et, My pedig a Ha-t tartalmazéd szogtarto-
méany pontja, mert tompaszogi haromszog magassagpontja a tompaszog csicsabol indulé magassagnak a csticson tuli
meghosszabbitasan van. M; viszont a Hi-et tartalmazo szogtartoméanyban van, vagy a hataran, amig csak az EAB és
EBA szogek egyike sem tompaszog, ekkor az MoMi My és AEB szogek 6sszege 180°, Mi-nél tompaszdg van, amint
allitottuk.

Ha pedig H;-ben, mondjuk A-nal, tompaszog van (2. abra), akkor M; is az AED szogtartomény pontja, de B-hoz
kozelebb van, mint M, mert a BD 4tlon levs A, C’ vetiileteik koziil A" van kdzelebb B-hoz, hiszen BE A hegyesszog,
BEC pedig tompaszog. gy AMB< = A/EA< = ¢, és MyMy A'<t = MaM; My<t ennek kiegészit6 szoge.

Mindezekbd6l — mint lattuk — kovetkezik az allités.

Pelikdn Jozsef (Bp., Fazekas M. G.) dolgozatabol, kiegészitésekkel.
II. megoldas. A feladat szovegének megfelelGen konvex négyszogre szoritkozunk, feltessziik tovabba ismét, hogy

az atlok nem merdlegesek. Jeloljik AB, AC és DC felezGpontjat rendre Fy, G, Fs-mal (3. abra), egyébként az L.
megoldas jeloléseit hasznaljuk.

IEbben az esetben kénnyd latni, hogy az My Mo M3z My koriiljaras ellentétes S1525354-gyel; ez a tovabbi esetekben is belathato.



A
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Sy és S az EFy, EF; szakaszok E-t6l tavolabbi harmadolo pontja, igy S155|| F1F5. Azt kell megmutatnunk, hogy
Ms My mer6leges erre a kdzépvonalra. Ez vilagos, ha AD||BC. Tegyiik fel, hogy ez nem all. A betiizést valasszuk ugy,
hogy a két oldal D-n, ill. C-n tali meghosszabbitasa messe egymast egy P pontban.

Megmutatjuk, hogy Mo EM4A ~ F1GF3A, a két haromszog egyezs koriiljarasu és egymashoz képest 90°-kal vannak
elforgatva. Ebbdl kovetkezik, hogy MyM,y és Fy F5 oldalaik merglegesek.

F1G és GF3, mint az ABC' A és CAD A kozépvonala, parhuzamos és egyirdnyta BC-vel, ill. AD-vel, és fele akkora,
mint a megfelels oldal. Igy FiGF3<t = 180° — BPA<, és az ABCD és FyGF; koriiljaras ellentétes.

Ha a BEC< (és igy DEA< is) hegyesszog, akkor My és My az E-b&l a szemkozti oldal felé halado félegyenesen
van, ha pedig a mondott sz0g tompaszog, akkor mindkét magassdgpont az ellentétes irdanyd félegyenesen van, igy
MyEMy< = 180° — BPAK, és az MsE M, koriiljarasi irany ellentétes a BPA, és vele egyiitt az ABCD koriiljarasi
irannyal.

Az oldalak aranyanak megallapitasara azt fogjuk felhasznalni, hogy egy TUV haromszog magassagpontjat Z-vel
jelolve UZ = TV|ctg TUV«|. (Ez belathato a szinusz-tételt alkalmazva pl. az UV Z és TUV haromszogre, vagy azt
hasznalva fel, hogy a magassagpontnak barmelyik oldalra vonatkozé tiikorképe a haromszog koré irt koron van.) Ennek

felhasznéalaséaval
MyE BC'|ctg BECq| _ BC RhdG

EM, AD|ctg AED<|  AD  GFs’
Ezek szerint az My E M, és F1 GF5 haromszoghben az E-nél, ill. G-nél levs szog egyenld, és egyenld a szoget bezéro oldalak

aranya, tehéat a két haromszog hasonlo, tovabba koriiljarasuk is megegyez6 (ellentétes a négyszog koriiljarasaval). Ezzel
allitasainkat igazoltuk.

Megjegyzés. A bemutatott Gtletes megoldas utal egyben arra is, hogy a hasonlosag belatasa dvatossagot igényel:
nem elegendd arra hivatkozni, hogy az EM,, EM4 magassdgok merGlegesek a megfelels oldalakra. Ez fennéllna arra a
haromszogre is, amely pl. Fi-nek a két atlo felezépontjaival vald 6sszekotésével keletkeznék, az Fy-bdl induld oldalak
aranya is BC : AD volna, mégsem kapnank My E M4-hez hasonld haromszoget. Masrészt a bizonyitando merélegességre
valé kovetkeztetéshez sziikséges volt a koriiljarasi irdny megvizsgaldsa is. Ezeken a pontokon egy bekiildott megoldas
sem volt kifogastalan.

Tovabbi elemzést igényelne annak belatasa, hogy ez a gondolatmenet hogyan szolgaltatja a bizonyitandé allitast,
ha a négysz6g nem konvex.

IIT. megoldas. A pont korre vonatkoz6 hatvinya fogalmanak, valamint a két koér hatvanyvonalara vonatkozo
tételnelf? felhasznalasaval az allitast igy bizonyithatjuk. Tekintsiik az AB, BC, CD, DA oldal, mint d&tméré folé irt k;
Thalész-kort, legyen a kozéppont rendre F; (i = 1, 2, 3, 4; 1. abra). Az 1. megoldésban szerepls A, B’, C’, D’ pontok
mindegyikén kett6 megy at e korok koziil. — My A és M1 B a ky kor két szelGje, ezért

M;A-MA' = MyB- M, B,

a két oldal kozos értéke az M pont hatvanya a ky korre. A bal oldal egyszersmind M; hatvanya ks-re, a jobb oldal
pedig ko-re, egyenlGségiik miatt M; rajta van k4 és ko hatvanyvonalan. Hasonléan ks-bol

MsC - M3C' = MyD - MDD/,

eszerint Ms-nak is egyenl6 a k4-re és ko-re vonatkozéd hatvanya, ennélfogva az My M3 egyenes a kg4, ko korpar hatvany-
vonala, és igy merGleges e korok centralisara, az FyFs egyenesre. — A II. megoldasban lattuk, hogy FyFs|/S4Sa, igy
valéban M1M3 1 5254.

2Lasd pl. Gallai T.—-Hodi E.—Péter R.-Szabé P.—Tolnai J.: Matematika az alt, gimn. III. o. szdméara, 12. kiadas, Tankonyvkiado,
Budapest, 1962) 194-200. o.




Megjegyzés. Fz a megoldas mutatja, hogy az allitas konkiv és hurkolt négyszogre is érvényes.

IV. megoldas. Helyezziink derékszogd koordinatarendszert az abréra E-vel mint origdval, legyen az X-tengely az
AC egyenes, tge = m, és a csucsok koordinatai: A(a,0), C(c,0), B(b,mb), D(d, md), ahol a # ¢, és b # d, mert A és
C, valamint B és D kiilonb6z6 pontok, tovabba m # 0, véges szam, mert € £ 90°.

A H; haromszog B-bdl és A-bol huzott magassaganak

z=0b, il. y=——(x—a)

m
egyenletébdl M metszéspontjuk koordinatai: M, (b, (a— b)/m). Hasonl6an, a és b helyére c-t, ill. d-t irva Ms (d, (c—
d)/ m), ezek szerint az M M3 egyenes irdnytényezdje

a—b—c+d
(1) m(b—d)

H, és Hy sulypontjanak koordinatai: Sz [(b+ ¢)/3,mb/3], ill. Sy[(a + d)/3,md/3], ezekbél az S3S4 egyenes irdny-
tényezdje
m(d —b)
a+d—b—c’
ami (1) reciprokanak (—1)-szerese. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

Amennyiben (1) értéke 0, vagyis Mj M3 parhuzamos az X-tengellyel, akkor a két ordinata egyenlGségébdl a — b =
c—d, ésigy a+d=>b+ c, vagyis Sy és Sy abszcisszai egyenlsk, S2S54 meréleges az X-tengelyre, tehat az allitas ekkor
is igaz.

Kalmdr Tibor (Esztergom, Temesvari Pelbart g.)

Megjegyzés. Ez a bizonyitas is mutatja, hogy az allitds nem konvex négyszogre is igaz. Ha ugyanis pl. a, b, ¢
pozitivok, és d negativ, akkor az ABC D négyszog konkav, ha pedig a d is pozitiv, akkor hurkolt.



