Ha van minden pératlan n(> 3) esetén érvényes elv a kivant elrendezéshez, akkor azt n = 3-ra alkalmazva az
adodo elrendezésnek el§ kell fordulnia az n = 3 eset Osszes megoldéasai kozott. Ezért elGallitjuk az n = 3 eset Gsszes
megoldésait, majd megkisérliink belsliik olyan altalanos elveket kiolvasni, amelyek barmely n paratlan szam esetében
megfelelnek.

Legyen az oldalak Gsszege S. A 3 oldal egyiittes 6sszegében minden el6irt szam el6fordul egyszer, a csucsokon allo
harom szam pedig mégegyszer. Igy a csiicsokra el6bb a legkisebb harom, majd a legnagyobb harom szamot valasztva
also, ill. fels6 korlatot kapunk S-re:

(1) 35>(1+2+3+4+54+6)+(1+2+3)=21+6, S >0,
35 <21+ (6+5+4), S <12

Tekintsiik elGszor az S = 9 és S = 12 értékeket. S és a csucsokon allé szadmok meghatarozzak az oldalfelezs
pontokhoz rendelendé szamokat. A kivalasztott harom szamot szimmetriaktol eltekintve csak egyféleképpen lehet
elrendezni a csucsokon. Mindkét probéalkozasbol egy-egy megoldast kapunk (1. abra I-11.).

1. dbra

Vegyiik észre, hogy a két megoldasban a megfelels helyeken 4ll6 szamparok 6sszege minden esetben 7. Ez azt jelenti,
hogy barmelyik megoldas barmelyik szama helyére a masik megoldasban az a szam lép, amely neki az el6irt szamok
novekvs felsorolasaban a kozéppontra (a 3 és 4 kozti hézagra) nézve tiikros helyzetd parja. Ezzel a helyettesitéssel
béarmely més megoldasbdl is, tovabba barmely paratlan n esetén is kapunk egy Gj megoldast, mert a paros cserékbél
allo helyettesités utan is minden el6irt szam fellép, és az Gsszegek is egyenlsk, az
ay + as + az = S = allando sszeg helyén (7 — a1) + (7 — az) + (7 — a3) = 21 — S = allando6 Gsszeg adodik, altalaban
pedig az

(2) 1,2, 3, ...,n,n+1, ...,2n—-2, 2n—1, 2n
szamok elrendezése esetén
2n+1-—a)+@2n+1-az)+2n+1-a3)=32n+1)-S.

Igy a hatralevs S = 10 és S = 11 lehetdségek koziil elég pl. az elsével probalkoznunk.

(1) szerint akkor adodik S = 9 helyén 1-gyel nagyobb érték, ha a csiucsokon allé szamok 1 + 2 + 3 Gsszegét 3-mal
noveljitk. Nem vehets azonban 1 4+ 2 + 6, mert igy 1 és 2 kozé 7-et kellene frnunk, ami nem megengedett. Igy csak
143+ 5 allhat a cstcsokon, ebbdl adodik — mindjart a fenti tiikrozés alkalmazéasaval — az 1. dbra III. és IV. megoldasa.
(Nincs ugyanis tobb megoldés, mert a cstcsokra a 2, 3, 4 szamokat véve a 6-os szam egyik oldal kdzepére sem irhato,
mindenképpen tullépnék S = 10-et.) — Ebben a két megoldasban az Osszes paratlan (ill. paros) szamaink keriiltek a
csticsokra.

Ha n-szoget véve az S = 9 esetén talalt megoldas mintajara, a (2) sorozat els6 felének egymaéas uténi tagjait pl. az
éramutato jarasaéval ellentétes iranyban haladva rendeljiik hozza a csticsokhoz: nem kapunk megoldast. Igy ugyanis az
egymaés utani oldalak végpontjain 4ll6 szamparok Osszegének 142 =3,243=5,344=7,...,(n—1)+n =2n—1,n+1
sorozata 2-esével novekvs sorozat (eltekintve az utolso tagtol), ezért az oldalfelezd pontokhoz az Gsszeg-kovetelmény
alapjan hozzairand6 S — 3, S — 5, S — 7,... szdmok sorozata 2-esével csokkend sorozat, tehat ezek a szamok nem
alkothatjak (2) masodik felét.
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2. dbra

Az n = 3 eset S = 9-es megoldasarol azonban leolvashaté egy mas, bar kevésbé kézenfekvs rendszeresség is: az
o6ramutato jardsanak irdnyaban haladva mondhatjuk, hogy az 1, 2, 3 szdmokat minden méasodik cstcshoz rendeltiik
hozza. Irjuk tehat a (2) sorozat elsé felének egymas utani szdmait is rendre az n-sz6g minden mésodik cstacsahoz.



Ennek soran az n-szog els6 koriiljarasaban csak a paratlan sorszamu csticsokat toltjitk be (az 1-essel betoltott cstucsot
véve elsének). Ha n = 2k+1, akkor a 2k + 1-edik, vagyis az 1-es el6tti csucshoz a k+1-et irjuk, mert 2k+1 = 2(k+1)—1
a paratlan szamok sorozataban a k + 1-edik tag. A méasodik koriiljardsban az el6bb atlépett cstcsokhoz az 1 és 2 kozé
k + 2 keriil, 2 és 3 kozé k + 3, ..., végiil az utolso iires csucsra, k + 1 elé az utols6 tervbe vett szdm, a 2k + 1.

Ekkor az 1-es csucs el6tti oldal két végpontjan (k + 1) + 1 = k + 2 az Osszeg, majd az 1-es csics utani oldalak
végpontjain egyméas utan 1+ (k+2) =k +3, (k+2)+2=k+ 4,2+ (k+3) =k+5, (k+3)+3=k+6, ...,
rendre 1-gyel nagyobb 0sszeg adddik, mert két egymés utani oldal egyik szama kozos, a nem kozos szam pedig a
késébbi oldalon 1-gyel nagyobb, mint a megel6z6 oldalon. Az utolsé — az 1l-es el6tti mésodik — oldal végpontjain
(2k+1)+ (k4 1) = 3k + 2 az Osszeg, és ez valoban n = 2k + 1-edik tagja a természetes szamok felsorolasanak, k + 2-t61
kezdve: (k+2)+ (n—1) = (k+2) + 2k =3k + 2.

Ha mar most az oldalak felezGpontjaihoz a legutobbi felsorolas rendjében a 2n, 2n—1, 2n—2, ..., n+2, n+1 szamok
1-esével csokkend sorozatadnak tagjait rendeljiik hozza, akkor az n-sz0g minden oldaldn nyilvanvaldéan ugyanannyi
az Osszeg, masrészt az el6irt szdmok mindegyikét egyszer felhasznaltuk, tehat megoldast kaptunk. Ezzel az allitast
bebizonyitottuk.

Hasonléan lathato be, hogy megfelel6 hozzarendelést kapunk az n = 3, S = 10 eset kovetkez§ altalanositasaval is:
elszor az 1, 3, 5, ..., 2n — 1 paratlan szdmokat rendeljiik hozza egymds utan az n-szo6g minden masodik csicsahoz,
majd pedig a 2n, 2n—2, 2n—4, ..., 4, 2 paros szamokat az egymas utani oldalak felez6pontjaihoz, (n+1)/2 és 1 kozé
2n-et irva, a kovetkezGket pedig az el6bbivel megegyezs iranyt koriiljaras mentén haladva. — Onalléan megfogalmazhato
azn = 3,5 =12, ill. § = 11 esetben talalt megoldas altalanositasa is (minden masodik csucsra a ,nagy” szamokat:
2n, 2n—1, 2n—2, ..., n+ l-et, ill. a paros szdmokat: 2n, 2n —2, 2n—4, ..., 4, 2-t). A négy hozzarendelési elvet
n = 7 esetére bemutatjuk (3. abra).
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