I. megoldas. Legyen ABC' a keresett haromszog (AC = BC). Jeloljiik a koriilirt kor, ill. a beirt kor sugarat r-rel,
ill. o-val, AB felez6pontjat D-vel, a koriilirt kor C-vel 4tellenes pontjat C’-vel, a beirt kor érintési pontjat az AC
szaron T-vel (1. abra).

1. dbra

Kifejezhetjik az
(1) AC =AT+CT =AD+CT

Osszefiiggésben felléps tavolsagokat a C'D = m magassaggal, és igy m-re nyeriink egyenletet.
Az ACC’ haromszog A-nal derékszogi, igy a befogd, tovabba a magassag mértani kozép tulajdonsiga szerint

(2) AC? =CC'-CD = 2rm,
(3) AD? = CD - DC' = m(2r — m);

végiil a beirt kor CT érintSje és CD szelGje kozt a kovetkezs Osszefiiggés all fenn, mivel C'D (az egyenld szart haromszog
szimmetriatengelye) atmegy a kor kozéppontjan:

4) CT? =CD - (CD —2p) = m(m — 2p).

Ezeket (1)-be behelyettesitve

V2rm = \/m(2r —m) + /m(m — 20).

Egyszertsithetiink /m-mel, mert az nem lehet 0. Ezutan a négyzetgyokoket négyzetre emelések és atrendezések
segitségével a szokott modon kikiiszdbolve az

m? = 2(r + o)m + 0(0 +4r) =0
egyenlethez jutunk. Ennek csak akkor van gyoke, ha r > 29, és ekkor gyokei:
mie =71+ 0+ /r(r—2p).

Innen (2) és (3) szerint

a12="b12=AC = \/27“(7“-!- ox/r(r— 29)) és
c12=2AD = 2\/[7"—!— o /r(r— 29)} [T— oF \r(r— 29)} =
= 2\/@[21"— oF 2y/r(r — 29)}.

Itt

\/T’(T—2Q)Z\/T’2—2TQ<T—Q
folytan
O<mi=r+o+/r(r—20) <2r és
2r>r+o>ma=r+0—/r(r—20) >20>0.
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Ha r > 2p, akkor mindig létezik a feltételeket kielégité haromszog. Megszerkeszthetd pl. a kdvetkezd modon. Egy r
sugart, K kozéppontd k korben megszerkesztiink két egymasra merdleges CC’ és M N atmérst, utobbira ramérjiik az
M P = 2¢ tavolsagot (2. d4bra). A PN atmeérdji félkor C'C’-vel valoé metszéspontjanak K-t6l mért tavolsaga /7 (r — 20).
Ezzel megszerkesztjiik az my, ill. ma tavolsagot és ramérjiik C-bsl a CC’ atmérdre; a D1, ill. Dy végpontban az &tmérdre
emelt merdleges metszi ki a korbél a keresett haromszog Aq, By, ill. As, Be cstucsait. Ha r = 2p, akkor D1 = Do, és
egy haromszoget kapunk, kiilonben kett&t.

Be kell 1atnunk, hogy az A1 B1C és As BoC haromszogek megfelelnek a kovetelményeknek. Mindketts egyenls szaru,
koriilirt korének sugara 7.

1
Beirt koriik o}, ill. o5 sugarat a haromszog teriiletére vonatkozo t = 3mi - A;B; = ois; (i =1, 2) képletbol
hatarozhatjuk meg, ahol s-sel a keriilet felét jeloltiik. )
Mivel az A;CC’ haromszogek derékszogiiek, fennallnak rajuk a (2), (3) dsszefiiggések. Igy

;_1mi - AiBi  m; - AiD;

miy/m;(2r —m;) mi/2r —m;

2 m; + /m;(2r —my) V2r +2r — m;
Bovitve v2r — v/2r — my-vel, majd beirva az m;-t ado kifejezést,

;o miv/2r — mi(V2r — /21 —my) B
¢ = 2r — (2r —m;) N

= \/27“[7“—Q$ r(r—20)] = [r—oF V/r(r —20)],

ahol az 1 indexnek mindkét alternativ elGjelbdl a f6ls6, a 2 indexnek mindkettébdl az also felel meg. Az els6 tag igy
alakithat6 tovabb:

V2rlr— o /r(r —20)] :\/27° [212 g(g—g)-ﬁ-(g—g)] _
- o -

=rF/r(r—20).

Igy vegiil azt kaptuk, hogy
o= [rFVr(r—20)] - [r—eoF Vrr—20)] =0,
mindkét index esetén, és ezt akartuk belatni.
Szép Andrdis (Budapest, Rakoczi F. G. IV. o. t.)

Megjegyzések: 1. Aszerint lesz m nagyobb vagy kisebb r + p-nél, vagy egyenl vele, amint C', K és a beirt kér O
kozéppontja ebben a sorrendben sorakozik a CC’ szakaszon, vagy C, O, K sorrendben, vagy O és K egybeesik. Az
egyes esetekben m = CK + KO+ OD =r+ KO + g, ill. m = CK — KO+ 0D =r— KO + g, ill. m =1r+ p.
Osszehasonlitva ezt az m-re kapott formulakkal és megfigyelve, hogy a harmadik eset csak r = 2p esetben kivetkezhet
be, a KO = /r(r — 2p) Osszefiiggést nyerjiik. Ezt az Osszefliggést bizonyitottuk a 788. gyakorlatban is. Mint ott is
emlitettiik, az Osszefliggés minden haromszogre fennall, nemcsak az egyenld szariakra.



2. Kifejezhetjiik az (1)-ben felléps tavolsagokat a haromszognek pl. az AC = b oldalaval is: (2)-bsl CD = b*/2r;
ezt (3)-ba és (4)-be, és az AD és CT-re igy adodo kifejezéseket (1)-be beirva b-re kapunk egyenletet, amit

bt — dr(r 4 0)b* + 4r?p(4r + 0) = 0

alakra hozhatunk. A fenti eljaras valamivel egyszertibb szamitast adott.
3. Igen egyszert egyenlet adodik AB/AC = ¢/b-re is: az ACD és OCT haromszogek hasonlosagabol AD : CD =
OT : CT, innen és (2)-bol
— _ 2
OD = m = (¢/2)(b—c/2) _ c(2b—c¢) _ b_7
0 4p0 2r

és ez a kovetkezs alakba rendezhets at:

c 3. dbra

II. megoldas. Megoldhato a feladat az 1. megjegyzésben talalt és mar a 788. gyakorlatbdl is ismert Osszefiig-
gés alapjan. Tovabbra is a fenti jeloléseket hasznaljuk. A beirt és koriilirt kor kdzéppontjanak tavolsdga a mondott

Osszefiliggés szerint
d = +/r(r —2p),

ezt az 1. megoldas 3. bekezdésében megszerkesztettiik. Az ottani PN atmérdji féelkor CC’'-vel valé metszéspontja
vélaszthat6 mindjart a beirt kor O kdzéppontjanak (3. abra). Az e koriil ¢ sugarral rajzolt k' korhoz C-bél, ill. C'-bél
huzott érint6k metszik ki k-bol a keresett haromszog Ap, B, ill. As, By csicsait.

Az olvasora bizzuk annak bizonyitéséat, hogy k' érinti az A; B és A2 Bs egyeneseket, valamint annak megmutatését
is, hogy megoldas csak r > 2p esetén van, és hogy ez esetben a kiilonboz6 alakd haromszogek szama 2, kivéve a d = 0,
20 = r esetet, amikor két egybevago szabalyon haromszog adodik.

A szerkesztést szamitassal kovetve egyszerten kapjuk a CO tavolsaghol a haromszog OD;, = m; magassagat — ill.
C'0-b6l C' Dy = ma-t —, ezek ismeretében pedig az A; B; = ¢; alap A;D; felét (i = 1,2) és az A1C = by (ill. A2C" = by)
szarat a CC'A; derékszogi haromszogbol szamithatjuk ki. Legyen a CC’ atmérének O-hoz kozelebbi végpontja C.
Ekkor CO =r —d, C'O =1+ d, ezekb6l my o =r F d + o és igy — (1)-et is figyelembe véve —

A;D? =CD; - D;C", AC? =CC" - CDy, AyC"? = CC' - C' Dy,
ci = 2v/mi(2r —m;) =2/ (r F+d+o)(r+d— o) =2r2 — (0 Fd)? =
= 2\/7°2 — 0% —d?*+20d= 2\/27°g — 0% + 20+/r(r — 29p),

b = VI = /20 + 200 F 2r/7(7 — 20).

r > 2p esetén a kiils6 négyzetgyokok alatt is pozitiv szam all, mert D; nyilvanvaléan k& belsejében van, és ugyanez
all Dy-re is, kiilonben KDy = KO +ODy = d+ 0 > KC = r-b6l d* > (r — 0)* = d* + o* kovetkeznék, ami lehetetlen.

Czina Ferenc (Mako, Jozsef A. G. III. o. t.)
Hortobdgyi Jozsef (Budapest, Blathy O. Erésar. Ip. T. IV. o. t.)




