I. Sanyi allitdsa paros szamokrol szol és harom részéllitasbol tevédik Ossze. Vizsgaljuk elGszor ezeket. A péaros
szamot jeloljik 2k-val (k egész).

«) Az els6 részallitas 2k két olyan osszeadandora bontasara vonatkozik, amelyek szorzata négyzetszam. Ilyen mindig
talalhato: 2k = k + k, és az sszeadandok szorzata k? = |I€|2 Ha azonban a 0-t nem engedjiik meg mint 6sszeadandot,
akkor a 0 nem allithato el6 a kivant modon, mert két 0-t6l kiilonb6z6 6sszeadandéra bontva az egyik a masik negativja
lesz, igy szorzatuk negativ.

B) A maésodik részallitas a 2k-nak olyan egész szamok kiilonbségeként valo irasarol szol, amelyek szorzata négy-
zetszam. A kisebbitend6t d-vel jelolve a kivonando d — 2k, igy a d - (d — 2k) = e? kovetelménybdl (ahol d és e egész
szam) d = k + k2 + €2. Itt e # 0, mert kiilonben d és d — 2k koziil az egyik 0 volna. Ha k& = 0, nyilvan barmilyen
0-t6] kiilonbozs egész megfelel d-nek. Ha k # 0, akkor k% + e? = f? kell hogy legyen valamilyen f egész szammal.
Innen k* = f2 —e? = (f+e)(f —e). Itt f+eés f —e(= f+ e —2¢) vagy mindkettd paros, vagy mindkettd paratlan.
Igy k%-et két egymastol kiilonbozs és egyezs parossagu tényezore kell bontani. Ez lehetséges, mert ha k paros, akkor
k? oszthaté 4-gyel, csak k = £1 és £2 esetén nincs mas, mint az egyenld tényezékbol allo 1 = 1-1 = (—1)(—1), ilL
4=2-2=(-2)(—2) felbontas.

Ha k? = u-v egy kivant alaku felbontas, akkor f = (u4v)/2, e = (u—v)/2, egészek, mert u és v egyezs parossagu,
P =w =~k éspl.d=k+f,d—2k = f —k szorzata d(d — 2k) = f? — k* = 2. Igy a +2, +4 szamok kivételével
minden paros szamhoz létezik [ tipust felbontés is.

~) A harmadik részallitas 2k-nak olyan egész szamok kiilonbségeként valé irasarol szol, amelyek szorzata egy
négyzetszam (—1)-szerese. Ha b és c ilyen egészek: 2k = b— ¢, ahol be = —e?, akkor 2k = b+ (—c) és b(—c) = —bc = €.
Ha tehat van v tipusd el6allitds, akkor van egész Osszeadandokbol allé « tipusu felbontas is, és ugyanigy, ha van
egész Osszeadandokbol 4ll6 « tipusu felbontas, abbol azonnal nyerhet6 egy ~v tipust felbontas is. Ezzel egyszersmind
belattuk, hogy minden 0-t6l kiilonb6z6 paros szdmnak van v tipust felbontésa is.

II. Az utols6é megjegyzés szerint Sanyi allitasdnak harmadik része folosleges, hiszen ha az els6 allitas nem teljesiil,
akkor a harmadik sem, és megforditva. Nem deriil ki az sem, hogy a 0-t megengedi-e Sanyi Gsszeadandonak, ill.
kivonandénak, vagy sem. Ez a probléma kikiiszobolhets azzal is, ha négyzetszamon pozitiv egész négyzetét értjiik.
Célszertd azonban ezt is kifejezésre juttatni. Feleslegesen gyengiti az allitast a ,, ... ha pedig igy nem bonthato, ...”
fogalmazas is, hiszen a 8 (vagy ) allitast ezzel az « aloli egyetlen kivételre, a 0-ra korlatozza, holott lattuk, hogy az is
érvényes véges szamu kivétellel minden paros szamra, és ez a tobbet monddé allitas, hiszen « teljesen magatoél értet5ds
moédon teljesiil. Nem egyértelmd a vagy ... , vagy ... hasznalata sem az allitas masodik részében, mert jelentheti azt is,
hogy vagy az egyik allitds vagy a mésik igaz, de nem mind a kett6 (,kizaré vagy”), de azt is, hogy vagy az egyik allitas
igaz, vagy a masik, vagy mind a kettd, (,megengeds vagy”). Ha azonban a + allitast elhagyjuk, ez a probléma is elesik.

Mindezek alapjan Sanyi allitasa helyett pl. a kdvetkezd szabatosabb és tobbet mondé allitést fogalmazhatjuk meg:
,Minden péaros szam, véges sok kivételtdl (ti. a 0, +2, +4-t61) eltekintve, elGallithato két egész szam Osszegeként is és
két egész szam kiilonbségeként is gy, hogy e két szam szorzata pozitiv négyzetszam legyen; amelyik paros szdm nem
allithato el6 az egyik modon, elgallithaté a masik médon.”

III. Még mindig kérdéses marad, érdemes-e a masodik részallitashoz valé hasonl6saga ellenére is emliteni a teljesen
magatol értet6ds elss részt. Lehet, hogy Toni arra is gondolt, hogy itt az Osszeadanddkrol kossiik ki, hogy kiilonbo6z6
egész szamok. Megjegyezziik, hogy ha az Gsszeadandok egész voltat nem kivanjuk meg — ahogy Sanyi sem kovetelte
meg allitdsa o részében —, akkor az a + b = 2k, ab = ¢? egyenletrendszer gydkei, vagyis az 2% — 2kx + % = 0 egyenlet
két gyoke, a k £ /k? — €2 szamok mindig megfelelnek, hacsak e < k, és egész szam. Ha azonban az 6sszeadandok
egész voltat is megkivanjuk, akkor itt valamilyen egész f-fel k% — e? = f2 kell hogy legyen, és f # 0, mert kiilonben
két egyenls osszeadandot kapnank. Igy k% = e? + f2 kell hogy fennalljon, ahol e és f 0-t6l kiilonboz6 egész.

IsmeretesE hogy ha két négyzetszam Osszege oszthatod egy 45+ 3 alaki p primszdmmal, akkor mindkét négyzetszam
alapja is oszthato p-vel. Konnyt latni azt is, hogy ha két négyzetszam Osszege oszthato 4-gyel, akkor az alapok parosak.
Valoban, ha az egyik alap paros, a masik paratlan, akkor négyzeteik 6sszege paratlan, ha pedig mindkét alap paratlan,
mivel paratlan szam négyzete 4-gyel osztva 1-et ad maradékul, a négyzetosszeg paros, de nem oszthato 4-gyel. Igy két
0-tol kilonbozd, eqgymdshoz relativ prim szdm négyzetének az dsszege, csupa 45+ 1 alakd prim szorzata, vagy egy iyen
szorzat kétszerese.

A fenti kérdésre visszatérve, ha e # 0, f # 0, és legnagyobb k6z0s osztojuk d, azaz e = dey, f = dfy, ahol eg és f1
relativ primek, akkor e? + f2 = d2(ef + flz), és itt a zardjelben 4all6 6sszeg 45 + 1 alakt primek szorzata vagy egy ilyen
szorzat kétszerese. Ha ez a négyzetosszeg a k? négyzetszammal egyenls, akkor az utobbi eset nem fordulhat els. Ezek
szerint, ha k-nak nincs 45 + 1 alakd primszam osztdja, akkor nem bonthaté fel két pozitiv négyzetszam Osszegére, és
akkor 2k sem bonthat6 fel olyan kiilonb6zé egész szdmok Osszegére, amelyek szorzata négyzetszam. Beldthaté, hogy a
tobbi esetekben a kivant felbontasok mindig léteznek.
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