I. megoldésﬂ 1. Az allitast tomegpontrendszerek stulypontjara vonatkozd meggondolasokkal bizonyitjuk. Az m,
tomegi P, pont és meo toémegd P> pont silypontjan azt az mi +meg tomegi S pontot értjik a P; P> szakaszon, amelyre
P, S/SP, = my/my. Tébb témegpontbol 4ll6 rendszer sulypontjahoz gy juthatunk, hogy vessziik két tomegpont
silypontjat, majd sorra mar tekintetbe vett pontok silypontjanak és egy tovabbi tomegpontnak a stulypontjat, mig
minden pont sorra nem keriil. Az egyes pontokban elhelyezett tomegekre hato (parhuzamosnak feltételezett) nehézségi
er6k eredGje a silypontban haté és az ahhoz rendelt tomegnek megfelel6 nehézségi erével egyenls. Vilagos, hogy egy
sikban lev6 pontrendszer silypontja ebben a sikban van.

Fel fogjuk hasznalni, hogy egy tomegpontrendszer silypontja fiiggetlen a pontok sorrendjétél, és hogy részekre
osztva a pontrendszert, az egyes részrendszerek sulypontjainak stlypontja az egész rendszer silypontja.

Ha egy szabalyos n-sz0g minden cstucsaba egységnyi tomeget helyeziink, akkor a rendszer stulypontja a sokszdg
kézéppontja (a korilirt kor kdzéppontja) n egységnyi tomeggel. Valoban, ha a sokszoget a kézéppont koril a teljes
koriilfordulas n-ed részével forgatjuk el, akkor 6nmagaba megy at, tehat silypontja valtozatlan marad. Forgatasnél
azonban egyediil a forgatas kozéppontja nem mozdul el, tehat itt van a stlypont.

Esetiinkben az Ay, Ag, A7, A12, A1s, Aa1, Aoy, Aso, Ass, Asg egységnyi tomegi pontokbol 4116 R rendszer sulypontja
is a kor O kozéppontja, mert felbontva az Az, As1, Ass pontok szabalyos haromszoget alkotnak (két-két pont kozt a
kor 14 negyvenketted része van), a maradé pontok pedig szabalyos hétszoget (két-két pont kézt a kor 6 negyvenketted
része van). Igy mindegyik részrendszer stlypontja O, tehat az R rendszeré is.

Ugyancsak O a stlypontja a koron atellenes Ay és Ay; pontokba helyezett tomegek alkotta R, rendszernek is. Igy
a tobbi 8 tomegpont Rs rendszerének sulypontja ugyancsak O, mert kiilonben az R; és Rs egyesitésével djra adodd R
silypontja nem lehetne O.

Bontsuk fel Ro-t két rendszerre, 4—4 tomegponttal, az egyik Ag, A7, Ass, Ase, a masik Ao, Ajs, A24, Asp. E
részrendszerek S’, ill. S” stlypontja az O-ra tiikrds pontpar, mert az tjraegyesitéssel visszanyert Ry stlypontja csak
igy lesz O. 8" az AgAz1 &tmérén van, mert az Ag, Asg és Ay, Ass pontparok a kiinduldsi pontrendszerben erre az
atmeércre tiikrosek, igy az els6 pontpar sulypontja az egybeess A = A4 pont, az utobbié ugyanigy A,, egyarant
2-2 egységnyi tomeggel, ennélfogva S’ azonos az A5 A, szakasz felezGpontjaval. Hasonloan S az A}, Als szakasz
felez6pontja.

Abrankat O-ra tiikrozve Ayg, Aig, Ay, Asg rendre az Asz, Asg, Az, Ag pontba megy at, S” pedig ezek szerint az
A% Ay szakasz felezGpontjaba, masrészt fenti megéllapitasunk szerint S’-be. Azt kaptuk tehat, hogy az AgAs; egyenes
AR AL és Al A} szakaszainak felezGpontja kozos. Igy pedig az A3 Af és AL Ay szakaszok egymas tiikorképei a mondott
felez6pontra nézve, tehat egyenlsk.

II. megoldas. Legyen a kor sugara egységnyi. A rovidebb AgAs, AgAg, AgAz, AgAg ivhez tartozé kdzépponti szog
(ivmeértékben mérve) m-nek rendre: 3/21 = 1/Trésze, ill. 2/7, 1/3, 3/7 része. Ezért a szoban forgo vetiileti pontoknak
a kor O kozéppontjatol mért tavolsagai rendre
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OAgzcosg, OAg:cos%T, OAézcosgzi, OAé:COS77T,
mindegyik pozitiv és csokkend sorozatot alkotnak. Ezekkel a vizsgalando szakaszpar kiilonbsége
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(1) d:AgA;-AgA’g:i—cosg—cos§+cos7ﬂ,

1Bzt a megoldast Kdrteszi Ferenc bocsatotta rendelkezésiinkre.



errdl kell megmutatnunk, hogy 0-val egyenld.
Jeloljiik 7/7-et §-val és fejezziik ki a d-t y = cos d-val. Felhasznalva a kovetkezs azonosségokat:

cos2a = 2cos® a — 1,
cos 3a = cos(2a + a) = cos 2 cos o — sin 2asin v = 2 cos® a — cos a—
—2sin® acosa = 4 cos® o — 3 cosa,
adodik
3 2 1
(2) d=—-4y>+2y —|—2y—§.
Masrészt 30 kiegészits szoge 49, tehat fennéll:

(3) cos 30 + cos 40 = 0.

Innen a fentiek és a
cosda =2cos?2a — 1 =8cos*a — 8cos® a + 1

azonossag alapjan
(4) 8yt +4y® — 8y —3y+1=0.

Ez az egyenlet négy y értékre teljesiilhet, minden olyan cos z = y-ra, amely mellett teljesiil a (3)-nak megfelels
cos 3z + cosdz = 0, vagyis 3z + 4z = 7z = (2k + 1)7, ahol k egész szam. Mindjart ilyen z = m, ekkor y = —1, ez
tehat (4) egyik gyoke, a bal oldalbol kiemelhets az y 4+ 1 gyoktényez6. A hanyados 8y® — 4y? — 4y + 1, tehat a tovabbi
gyokokre

(5) 8y —4y? —4dy+1=0.

Ez fennall cosd-ra is (mert cosd nem azonos a levalasztott gyokkel, hiszen & < 7/2, és ezért cosd =y > 0).
Vegyiik észre, hogy (5) bal oldalan (2)-nek —2-szerese all. Eszerint —2d = 0, és igy d = 0. Ezt akartuk bizonyitani.

Pelikdn Jozsef (Budapest, Fazekas M. gyak. g.)
Megjegyzés. A fenti meggondolast folytatva (5) teljesiil minden
2= (2k+ 1)§ = (2k+1)6

értékre, és ha 2k + 1 nem oszthatd 7-tel, mindezekkel d = 0. Ebbdl tovabbi, a feladatban kimondotthoz hasonld
egyenlGségek fennallasara kovetkeztethetiink, ezek azonban lényegesen 0j Gsszefiiggést nem adnak, a feladatban szerepls
szakaszokbol egyszerd transzforméaciokkal kaphatok.



