Az egyenlet bal oldala az z, y ismeretlenekre szimmetrikus. Ha tehat
r1 = a, y1=>=0
egy megfelel6 megoldasa az egyenletnek, vagyis egyrészt
(1) a® —ab+b* =n,
mésrészt a, b pozitiv egész szamok — akkor megoldés az
x2 = b, Yo =a
szampar is, és ez az el6bbitdl kiilonbozs, ha

(2) a #b.
Tovabba a bal oldal mindegyik tagja masodfoki. Ezért az el6bbi szamok helyére negativjukat téve ismét megoldast
kapunk:
xr3 = —a, Yz = _b7 Ty = _b7 Yy = —a,
és ezek az el6bbiektdl kiilonbo6zsk, valamint (2) miatt egymastol is, més szoval akkor, ha x1 # y1.

Az a®> —ab+b? = (a2 + b2) — ab kifejezés az alabbiak szerint két mas moédon is irhaté olyan kiilonbség gyanant,
melyben a kisebbitend§ két szam négyzetosszege, a kivonando pedig ugyanezen két szam szorzata:

a?> —ab+ b = (a—b) +ab=
(3) =(a—b’—a’+ab+a®*=(a—b)*—(a—ba+ad,
= (a—b)*+ab—b>+b* = (a—b)* — (a—b)(—b) + (—b)°.

Ezeket (1)-gyel egybevetve egyenletiinknek az alabbi x5, ys és zg, yg szamparok is megoldésai, tovabba az a 3-3 tovabbi
szampar is, amelyet bel6liik a fenti mintara, felcseréléssel, ill. az elGjelek egyidejd megvaltoztatasaval kapunk:

r5 =a—b, ys =a;

Te =Y5 = a, Yo =5 =a—1Ub
r7 = —25 = —a+b, Y1 = —Ys = —q;
Ty = —Ys = —a, Yys = —x5 = —a+b;
9 =a—b; Y9 = —b;

T10 = Yo = —b, Y10 =x9 = a —b;
11 = —T9g = —a+Db, Y11 = —yg = b;

T12 = =Yg =, Y12 = —Tg = —a + b;

ugyanis a — b is egész szam.

Az els6 négy sorban all6 megoldas egymastol kiilonboz6, mert ennek feltétele (az els6 négy megoldas mintajara)
T5 # ys, ami teljesiil, mert b > 0. Hasonloan a masodik négyben xg # y9, mert a > 0. Annak feltételét kell még
megkeresniink, hogy a kiilonb6zé négytagi megoldas—csoportokban ne legyenek egyezé megoldasok.

xg = x1 ezért kell, hogy éalljon yg # y1, azaz

(4) a—b#b, masképpen a # 2b.
Hasonléan x15 = x2 ezért kell y1o # y2, azaz
(5) —a+b#a, azaz b#2a.
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Igy az els6 csoport mindegyik megoldéasa kiilonbozik mind a méasodik, mind a harmadik csoport megoldasaitol.
Nyilvanvalé ugyanis, hogy z-et és y-t egy pont derékszogl koordinatainak tekintve az Ms(zs, ys3), Ma(x2, y2) és
My(x4, ya) pontok az Mi(x1, y1) poutbdl az origora, ill. a tengelyek kozti szogek szogtelezdire valo tiikrozéssel allnak
el6, és a # 0, b # 0, valamint b # a miatt a négy pont abszcisszaja kiilonbozs. Tovabba az My, Ms, Ms, My pontnégyes
a fenti tiikrozésekkel barmelyik pontjabol kiindulva is elall. Mindez a masodik és a harmadik csoport megoldasainak
megfelel pontnégyesekre is érvényes, ezért a kozos abszcisszaju Mg és My, valamint Mqo és Ms pontpar tagjainak (4)
és (5) szerinti kiilonb6zGsége miatt az Mg-bol és az Mi2-b6l el6allo pontnégyes kiilonbozik My, Ma, Ms, My-t6l, és ez
allitasunkat bizonyitja.

Hasonloan a masodik és harmadik csoport megoldésai kiilonb6z6k, mert x5 = xg, de ys # yo. (Mésképpen: a > b
esetén — amit nyilvan feltehetiink — a masodik csoport mindegyik megoldasdban x és y értéke ugyanolyan elGjeli,
viszont a harmadik csoport Gsszes megoldasaiban = és y értéke ellentett elGjeld.)

Mindezek szerint ha az adott egyenletnek a feltétel szerinti megoldasaban x és y értékei nem egyenldk, és egyik
sem 2-szerese a masiknak, — ez elegendd ahhoz, hogy az adott egyenletet legalabb 12 egész szampér elégitse ki, a fent
felsorolt megoldasok.

Szildgyi Tivadar (Budapest, Rakoczi F. g. IIL. o. t.)

Megjegyzések. 1. Ha a feltétel szerinti megoldasban a = b — ami szerint (4) és (5) teljesill —, akkor a fenti z;, y;
(i=1, 2, ..., 12) megoldasoknak megfelel6 N; pontok kozil csak 6 kiilonboz6. Hasonloan ha AE—cd+d®>=n,c>0
és ¢ = 2d, akkor az a, b szampar helyén ¢, d-t véve a P;(x;, y;) pontok kozott szintén csak 6 kiilonbozs. Ugyanazon n
mellett ilyen a, b és ¢, d megoldas lehetetlen, mert az els6 esetben n = a?, négyzetszam, a masodikban viszont n = 3d2,
nem négyzetszam.

Megallapitasunk nem azt mondja, hogy ha az adott egyenlet valamely (a, b) megoldasara a = b, vagy a = 2b, vagy
b = 2a, akkor az adott egyenlet egész megoldasainak szdma kevesebb 12-nél, csupan azt, hogy ilyen megoldasbol a
fentiek szerint csak 5 tovabbi megoldast lehet leszdrmaztatni. Lehetséges ugyanis, hogy az a = b vagy a = 2b feltételt
teljesits megoldason kiviil van mas a (2), ill. (4), ill. (5) feltételt teljesitd megoldés is. Pl. n = 77 esetén egy megoldas
a=b="7, de megoldas ' = 8, b’ = 3 is, tovabba n = 3 - 7% esetén megoldas b = 7, a = 2b = 14, de kielégiti az
egyenletet o’ = 13, b’ = 2 s, igy az 2% — xy — y® = 49 és az x° — xy — y> = 147 egyenletek egész megoldasainak szama
legalabb 18.

2. A maésodik és harmadik megoldascsoporthoz a (3) atalakitasok helyett az alabbi meggondolassal is eljuthatunk.
Az adott egyenlet z-re is, y-ra is masodfoku, ezért egyikiik értékét megvalasztva a méasikra legfeljebb 2 megoldas van,
s azok egyikét a feltevésbdl ismerve a maésikat kiszamithatjuk. Pl. tudva, hogy x = a mellett az egyik megoldas y = b,
a masik az

o> —ay+y?=n, azaz y>—ay+a®—n=0 egyenlethdl

y = a—b, hiszen itt a két gyok Osszege a. Hasonloan az y = b melletti, 2 = a-tol kiilonboz6 gyok az x2 —bxr +b* —n =0
egyenletb6l © = b — a. Ezek szerint minden (z, yo) megoldasbol két Gj megoldast kapunk a kévetkez6 két modon:

a' =0, Y =0~ Yo a" =yo —x0, Y=o,
hacsak y' # yo, ill. 2" # zo. Kiindulva pl. a fenti M; ponthoz tartozé megoldasbol az elss és masodik mod valtakozo
alkalmazéasaval sorra a fenti Mg, My, My, M7, My, ponthoz tartozd megoldast kapjuk, majd Mi;-b&l ismét Mi-et.
Hasonléan kapcsolédnak egymashoz az My, Myo, Mg, Ms, Mg Ms, és az Ny, Ng, Ng, N3, N7, N5 pontokhoz tartozod
megoldasok. Viszont P;-bdl (x = 2b, y = b) az els6 modon indulva énmagéba jutunk.

3. Az adott egyenlet irhato
2 2
Tty r—y
V2 V2
+ =1

2n 2n/3
alakban, eszerint annak az ellipszisnek az egyenletével van dolgunk, melynek kdzéppontja az origo, nagy tengelye az X
tengelyhez képest +45°-kal van elfordulva, fél nagytengelye v2n, fél kistengelye 1/2n/3. Fentebb ennek az ellipszisnek
az x = a, ill. y = b egyenessel valé masodik metszéspontjat hataroztuk meg.




