A jobb oldalak egymassal megegyezé kiirt tort része megegyezik a 8/9 tort 0,888 888. .. végtelen (szakaszos) tizedes
tort kifejtése elsé harom jegyével is. Az egész részek pedig lépésenként 9-cel nének, 1-gyel kisebbek 9 egymés utani
tObbszordseinél. Ezek szerint a jobb oldalak kiirt szamjegyei harom tizedes jegyre lekerekitett értékei a
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szamoknak. FEzek kozos alakja
1
(1) 9k — g’ ahol k=1, 2, 3, 4,
négyzetiik kozos alakja pedig
1
81k — 2k + —.
+ 81

Ezt ugyancsak lekerekitve — éspedig egészre —, 81k% — 2k adodik, és ez a kifejezés k = 1, 2, 3, 4-re éppen a gydkjel
alatti 79, 320, 723, 1288 szamokat adja.

Vizsgaljuk meg, hogy a 81k* — 2k kifejezéssel k =5, 6, 7, ... mellett adodo természetes szamok négyzetgykében
az els6 harom tizedes jegy ugyancsak 8-as-e, vagyis hogy fenndall-e minden k& > 1 egész szamra a kovetkezs kettGs
egyenl6tlenség:

(2) (9k — 1) + 0,888 < v/81k2 — 2k < (9k — 1) 4 0,889.
A miésodik egyenlGtlenség helyessége nyilvanvalo, hiszen a fentieket felhasznalva
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(3) V81k2 — 2k < 81k2—2k+8—1=9/€—§:(9k—1)+§=

= (9k — 1) 4 0,888 888 ::< (9k — 1) + 0,889.

(2) bal oldalan ugyancsak pozitiv szamokroél van sz6, ezért elég megmutatni a négyzetre emeléssel adodo egyenlGt-
lenség helyes voltat. A balrdl all6 kifejezés négyzete igy irhato:

(9% — 0,112)* = 81k? — 2,016k + 0,012 544 = (81k> — 2k)—
—(0,016k — 0,012 544).

Itt az utolso zardjeles kifejezés pozitiv, ha k > 1, tehat
(9k — 0,112)* < 81k* — 2k,

(2) els6 része is helyes. Ezzel belattuk, hogy ha k természetes szam, akkor a 81k? — 2k (ugyancsak természetes) szam
négyzetgyokében az els6 harom tizedes jegy 8-as. k végtelen sok értéket vehet fel, tehat kérdésiink elss részére a valasz
igenld.

A 0,111 szam az 1/9 tort lekerekitett kozelits értéke. Ebbdl azt varhatjuk — (1)-hez hasonloan —, hogy a

(9k+ 3>2 — STH? 4 2% + —
9 81
szamok lekerekitett értéke meg fog felelni a kovetelménynek. A 81k% 4 2k kifejezésbél a k = 1, 2 és 3 értékekkel
V83=91104..., V328 =18,1108...,  V735=27,1109...,

ezekben csak két 1-es jegy adodik, de a tort rész novekszik, varhatéd tehat, hogy a 0 ezredrész helyére k novekedésével
1 ezredrész 1ép. Kérdezziik tehat, hogy teljesiil-e és ha igen, mely pozitiv k értékekre a

(9k + 0,111)* < 81k2 + 2k
egyenlGtlenség. A jobb és bal oldal kiilénbsége
0,002k — 0,012 321

pozitiv, ha k > 6,1605. Eszerint kérdésiink mésodik részére is igen a valasz, mert végtelen sok 6-nal nagyobb természetes
szam van. (3)-hoz hasonléan belathato, hogy ezek mellett 81k% 4 2k négyzetgyokében a tizedes jegyeket 111 kezdi és
az elsé jegy, amely nem 1-es, 0.

Iliés Laszlo (Hatvan, Bajza J. g. IV. o. t.)



Megjegyzések. 1. Két vizsgalatunkat egybefoglalva mondhatjuk, hogy 81k% + 2k négyzetgyokének a legkizelebbi
egész szamtol valo eltérése (azaz kiilonbségiik abszolut értéke) a k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 értékek kivételével minden
egész k-ra a 0,111 és 0,112 szamok kozé esik; a gyok pozitiv k esetén folfelé, negativokra lefelé tér el ilyen mértékben
a legkdzelebbi egész szamtol.

2. A fentiekben nem adtuk meg az Osszes olyan szamokat, melyek els§ 3 tizedes jegye 8-as, illetve l-es. Ha n
olyan pozitiv egész szam, hogy (n + 0,888)2 és (n+ 0,889)2 kozott van egész szam — jeloljiikk N-nel —, akkor annak
négyzetgyoke: n,888 ... alaka. N létezéséhez elegendd n-et agy valasztani, hogy a D = (n + 0,889)2 —(n+ 0,888)2 =
0,001(2n + 1,777) kiilonbség nagyobb legyen 1-nél, tehat n > 499 megfelels.

3. Hasonlbéan bizonyithat6, hogy olyan természetes szam is végtelen sok van, melyek négyzetgyokében az elsG s
tizedes jegy egyezik az elére megadott ji,jo,. .., Js jegyekkel.

Lehel Jend (Budapest, Apaczai Csere J. gyak. g. IV. o. t.)



