I. megoldas. Vizsgéljuk el6szor azt az esetet, ha D és F az AC ill. AB félegyenesen van (1. dbra). Rajzoljunk egy
a BD = CE-vel egyenls hosszu P(Q szakaszt és e folé, a PQ egyenes ugyanazon az oldalan egy a BAD haromszoggel
egybevagd PA1Q és egy a CAFE-vel egybevagd PAsQ haromszoget ugy, hogy az A;-bél, ill. As-bél induld révidebb
oldal végpontja legyen P, ha a két oldal nem egyenls (2. dbra).
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Ha a két haromszog egybeesik, ez azt jelenti, hogy vagy D a C-vel és E a B-vel egybeeesik (ebben az esetben nem
teljesiil sziikségképpen a feladat allitasa), vagy AB = AC és AD = AE. Ha A; PQ és A2 PQ kiilonb6z6 haromszogek,
akkor megmutatjuk, hogy A;-bdl, ill. A2-bdl induld szogfelezbiknek a szemkozti oldalig terjedd szakaszai is kiilonb6zs
hossztaak. Ebbdl kovetkezni fog, hogy A; és Ay nem lehet kiilonb6z6, mert BD és CE a DAB sz0g felezGjén metszik
egymast, s igy, ha a két szakasz nem esik egybe, a BAD és CAE haromszogek A-bol indulé szogfelezsi nem lehetnek
egyenld hosszuak.

A széban forgo két haromszog koriilirt kore azonos, mert a PQ oldallal szemko6zti szogeik egyenl6k és cstucsaik a PQ
egyenes ugyanazon oldalan vannak. Az A;-bol, ill. As-bdl induld szogfelezsik az ezeket a cstuicsokat nem tartalmazod
PQ iv R felez6 pontjan mennek at; messék a PQ oldalt az My ill. Ms Pontban. Feltehetjiik, hogy a jeltléseket
ugy valasztottuk, hogy a korén a pontok R, P, As, A; sorrendben kovetkeznek. Ekkor Ms a P és My kozt van, a
haromszogek oldalaira tett kikotések folytan M is, Ms is a PQ szakasz P-fel6li felére esik.

A kor R-ben huzott érintGje parhuzamos PQ-val, s igy az RA5 egyenessel bezart § hegyes szoge egyenlé a PMs Asy
szoggel. Masrészt 0 az RP A, iven nyugvo keriileti szog, s igy egyenls az RA; As szoggel, mert A; a P-t nem tartalmazé
Ay R iven van. Igy az A; Ay Mo M, négyszog hurnégyszog, mert Mo-nél levé kiils6 szoge egyenls a szemkozti A; cstcsnal
levé bels6 szoggel. Ennélfogva a koréje irt kor R-bdl huzhato szelGire:

RM; - RA; = RMs - RAs.

Az M, és M, pontok sorrendjére tett megallapitasbol kovetkezik, hogy RMy < RMs, mert az RM; My haromszog
M;-nél levs szoge tompaszog. Igy a fenti egyenlséghdl kovetkezik, hogy

RA, > RA,.
Ezeket a szakaszokat az M, ill. My ponttal két részre bontva és az egyenlGtlenséget atrendezve
A1My > AsMs + MsR — MR > Ay Mo,

vagyis a két szoban forgo szogfelezs kiilonbo6z6. Lattuk azonban, hogy ez nem lehetséges, igy a feladat allitasa helyes.
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Ha D és F az AC és AB szakasz A-n tuli meghosszabbitasan van (3. abra), akkor B és D a BAC szog felez§jének
egyik oldalan, C' és F a masik oldalan van. Igy, ha a BD és C'E egyenes metszi ugyanabban a pontban a szogfelezs
egyenest, a metszéspont csak a BD és CE szakaszokon kiviil lehet. Igy a szogfelezs az ABD és ACE haromszogek
kiils6 szogfelezGje lehet, és ennek az A csicstol a szemkozti oldalig terjeds szakasza a két haromszogre nézve egyenld
(egybeesik). Rajzoljunk ismét a két haromszoggel egybevago A1 PQ és A PQ haromszoget kozos PQ) alappal ugy, hogy
Aj-et és Aa-t se a PQ egyenes, se a P(Q) szakasz felez6 merdlegese ne valassza el egymastol (4. abra). A két haromszog
koré irt kor itt is azonos, mert a PQ oldallal szemben levé szogek egyenltk, hiszen az ABD és ACE haromszogekben az
A-nal levé szogek csucsszogek. Az Ay PQ haromszog A1-nél levé kiilss szogének a felezGje merdleges a belss szogtelezdre,
s igy atmegy a fenti R-rel atellenes R’ ponton (az A;-et tartalmazé PQ iv felez6pontjan). Ugyanitt megy &t az Ax PQ
haromszog As-nél levé kiils szogének a felezSje is. Ha a kordn a pontok R, Ay, As, P sorrendben kivetkeznek, akkor
a szogfelez6k PQ egyenesen levé M;, Mo metszéspontjaira a @, P, Ms, M; sorrend all fenn.

A kor R'-ben hiizott érintje parhuzamos PQ-val, igy az R’ Mo-vel bezart § tompaszoge az My Mo R' szoggel egyenld.
Masrészt § a P-t tartalmazé R’ Ay iven nyugvo keriileti szog, s igy egyenls az Ay A1 R’ szdggel, mert A; a P-t nem
tartalmazo R’ Ay iven van. Az Ay As Mo M, négyszog tehat itt is hirnégyszog, s igy

R'A,-R'M, = R' Ay - R'Ms>.
Az R' My M, szdg tompaszog, s igy R’ My > R'Ms, amibél a nyert egyenléség folytan
R/Al < RIAQ.

Ebbél kovetkezik, hogy
A1M1 = RIMl — R/Al > RIMQ — RIAQ = AQMQ,

vagyis az A ill. Ay csticstdl a szemkozti oldalig terjedd kiils6 szogfelezd szakaszok kiilonbozdk, ha A; és As kiilonbozd.
Ez nem lehetséges, kell tehat, hogy A; és Ay egybe essék. Ekkor vagy AB = AC és AD = AE, vagy AB = AFE
és AC = AD. Utobbi esetben BD és C'E parhuzamos volna a BAC szog felezé egyenesével, holott feltettiik, hogy
mindketts metszi k6z0s pontban ezt az egyenest. A feladat allitasa tehat teljesiil.

II. megoldas. A BD és C'E szakaszok metszéspontjat T-vel jelolve az ABD és ACE haromszogek A-nal levé szoge
k6z0s, a szemben levé BD és CE oldaluk egyenls és AT (bels6) szogfelezGjiik ugyancsak kozos (1. abra). Az 1123.
feladatban] lattuk, hogy a haromszog ebbdl az adatharmasbdl egyértelmien megszerkeszthets, igy a két haromszog
egybevagd. A BD oldal B végpontjanak a vele egyenlé CE oldal végpontjai koziil nem felelhet meg E, mert ebbdl
AB = AFE és AC = AD kovetkeznék, és T hatarozatlan. Ezért B megfelelGje C, igy pedig AB = AC' (és egyszersmind
AD = AE, a D, E pontpar felcserélhets a B, C pontparral).

Ha D és E mindegyike az AC, ill. AB oldal A-n tuli meghosszabbitasan van, akkor a feltevés mésodik részét csak
igy vehetjiik 4t: a BD és CE egyenesek T metszéspontja rajta van a BAC szogfelezs egyenesén. Igy AD # AB és
AE # AC, kiilonben ugyanis pl. az ABD haromszog egyenld szart, és BD parhuzamos a BAD szog kiils6 szogének, a
BAC szognek felezgjével, tehat T nem jon létre. Feltehetjiik, hogy AD > AB (3. abra); igy T nyilvanvaléan BD-nek
B-n tuli meghosszabbitasan, vagyis a BAC szog fent hasznélt felez6jén van, ezért fennall AE > AC is. Ha ugyanis az
allitast erre az esetre bebizonyitottuk, akkor az AD < AB (és AE < AC) eset erre visszavezethetd ugy, hogy B, C,
D, E helyett rendre D, E, B, C-t irunk.

Feltevéseink szerint az ABD és ACE haromszogek A-nal levs szogei egyenlSk, mert csucsszogek, veliik a szemben
levé BD és CE oldalak egyenldk, és az A-nal levs (kozos) kiilss szogiik felezGjének A és a szemben levs oldal egyenese
kozotti AT szakasza kozos. A bizonyitasnak az eredeti eset mintdjara vald befejezéséhez elég azt belatnunk, hogy a
haromszoget egy oldala, a szemben levs szoge és e szog kiilsG szoge felezGjének a cstics és az oldal egyenese kozti
szakasza egyértelmtien meghatarozzak.

Valoban, az 1123. feladat I. megoldasanak gondolatmenetét lényegében megismételve és az 5. dbra ugyanonnan
atvett jeloléseivel az ACB szog kiils6 szogének CD' felezéje dtmegy K-n, mert merdleges C E-re, igy BCK< =
BAK< = D'BK«, tovabba BKC< = D'KB<, KBCA ~ KD'BA, KC: KB =KB:KD',CD' = f jeloléssel
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KC(KC + f) = KB?, tehat az AB-bél és az ACB sz6gbél kiadodo k-ban egyértelmiien megszerkeszthets K és hozza

viszonyitva C helyzete (pl. az idézett megoldas mintéjara szerkesztett ki segédkor és a G’ pont felhasznalasaval). —
Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

Corradi Gdbor (Gy6r, Czuczor G. Gimn. III. o. t.)

5. dbra

Megjegyzés: A bebizonyitott tétel egy specidlis esete az, ha BD felezi a C BA szoget, ezért T a beirt kor kzéppontja,
tehat CE is szogfelezs, éspedig a BC'A szogben. Eszerint bebizonyitasaink magukban foglaljdk az 1159. feladat II.
megoldasa utani 1. megjegyzésberE emlitett tétel forditott allitasanak bizonyitasat. Ezt az allitast magéban igy is
kimondhatjuk: ha egy haromszog két (belss) szoglelezGje egyenls, akkor a megfelezett szogek is egyenlsk.

Az 1158. feladat példaja (a két kilsd szoglelezs egyenlSsége) nem all ellentétben feladatunk allitasanak masodik

részével, mert a két egyenls szogfelezd szakasz egyikének végpontja egy bels6 szdg szaran van, a mésiké pedig az azt
kiegeészit6 kiils6 szog szaran.
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