I. megoldas. 1. Szerkesztéssel az alabbiak szerint kaphatjuk a keresett A; pontot. Legyen B* az AC egyenes
tetszés szerinti, A-tol kiilonboz8 pontja, C* ennek merGleges vetiilete az AB egyenesen, tovabba a B*-bol AC-re és
C*-bo6l BC-re allitott mer6leges egyenesek metszéspontja A*. Ekkor A; az AA™ egyenesnek BC-vel valo metszéspontja.

1. dbra

Jeloljiik ugyanis Ay vetiiletét C A-ra Bi-gyel, By vetiiletét AB-re Cy-gyel. Ekkor A1 By || A*B* és B1C, || B*C™, s
igy AA1 By és AA* B, tovabba AB1C, és AB*C™ hasonl6 haromszogparok. Ezekbsl
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AA*  AB- & AB  AC*
A4 AG
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Ebbél viszont kovetkezik az AA1C; és AA*C™ haromszogek hasonlosidga, mert egy szogiik kozOs és az ezt bezard
oldalak aranya egyenls. Ennek folytan A,Cy || A*C™* tehat A1C; L BC.

A" mindig létrejon és A-t6l kiilonb6zs, mert a B*-ban AC-re allitott merdleges nem megy 4t A-n és nem parhuzamos
a C*-bol BC-re allitott merdlegessel.

Maésrészt az A; csucs (és vele egylitt a tobbi is) egyértelmiien meg van hatarozva, mert ha egy A; B1C; haromszog
megfelel a feladat feltételeinek, akkor egy A kozéppontd hasonlésagi transzformacioval B; csucsa atviheté B*-ba;
ekkor azonban az egész haromszog az A* B*C™ haromszogbe kell, hogy atmenjen, s igy A; csak az AA™ egyenesen (és
masrészt a BC' oldalon) lehet.

Ugyanigy szerkeszthetiink a BC' egyenes egy pontjabol kiindulva — az A és B cstucsok szerepének felcserélésével
— egy haromszoget, melybdl B kézépponta hasonlésigi transzformécioval kaphatdo az Ay ByCo héromszog, és ez is
egyértelmiien meg van hatarozva.

Tikrozziik az A; B1C1 haromszoget a koréje irt k1 kor O kdzéppontjara nézve, és legyen a cstucsok képe rendre
A, B, C]. Megmutatjuk, hogy ezek egybeesnek a By, Ca, As pontokkal. C a BC egyenesen van, mert rajta van
ki-en, igy a C]A;Cy szog derékszog, tehat a C]A; egyenes azonos BC-vel. Ugyanigy A} a C'A egyenesen, B pedig
AB-n van rajta.

2. abra

Az A B{C} haromszog oldalai parhuzamosak az Ay B1C héaromszog megfelels oldalaival, tehét rendre merdlegesek
az ABC haromszog egy-egy oldalara (2. dbra):

ALC) || A1Cy L CB.



Eszerint a O}, A}, B} pontoknak rendre megvan az a tulajdonséga, amelyet A, Ba, Ca-t6l kivinunk. Amde lattuk,
hogy Az, Ba, Cy a kivetelményekkel egyértelmtien meg van hatarozva, tehat az As BoCo haromszog azonos a C A B}
haromszoggel és — azonos koriiljarassal — egybevagd annak az O pontra vonatkozé C;A; By tiikorképével.

Ezzel az allitast bebizonyitottuk, egyszersmind a feladatban kimondott egybevagdsigban a csticsok megfelels parjait
is megallapitottuk.

Lehel Jend (Budapest, Apaczai Csere J. gyak. g. III. o. t.)

II. megoldas. Szarmaztathatjuk az A1 B1Cy és az As BoCs haromszoget is egy-egy olyan haromszog kicsinyitésével,
amelynek AB-re merdleges oldala a CC™ magassag. Legyen a C-n 4t AC-re és C*-on & BC-re mer6legesen huzott
egyenesek metszéspontja A*, a C-n 4t BC-re és C*-on at AC-re merdlegesen huzott egyeneseké pedig B*. Ekkor A;-et
az AA* egyenes metszi ki BC-bdl, Bo-t pedig a BB* egyenes AC-bsl. Ezekbdl a pontokbol megrajzolva az A; B1Ch,
ill. A3 B3Cs haromszoget, ezek megfelelnek a feladat kdvetelményeinek, és csak egy-egy ilyen haromszog létezik, amint
azt az I. megoldasban belattuk.

C S 3. dbra

Ez a két haromszog az egymassal egybevagd A*CC*, ill. B*C*C héaromszogbdl hasonlésagi transzformacioval
keletkezett, a hasonlésag aranya AA;/AA*, ill. BBo/BB*. Igy az A1B,C és Ay ByCs haromszog egybevagod volta
kovetkezik abbol, ha bebizonyitjuk e két ardny egyenlGségét. Evégett megmutatjuk, hogy AA*C és BB*C hasonld
haromszogek és C'A;, C' By benniik egymasnak megfelel§ egyenesek.

Mivel az A*CC™ haromszog oldalai merélegesek a C' A B haromszog megfelels oldalaira, igy a két haromszog hasonlo,
és ebbdl

A*C  A*C*  B*C

CA (OB OB’
Az AA*C és BB*C haromszogekben tehat, melyek C-nél derékszogiiek, a befogok aranya megegyezik, s igy a két
héromszog hasonlé.

Az A C egyenesnek a CA* befogoval és a BoC egyenesnek a CB* befogoval bezart szoge egyarant az ACB
szOg eltérése 90°-tol. A; is, By is a megfelels atfogo pontja, ha ACB< £ 90°, és az atfogdk A*-on, ill. B*-on tuli
meghosszabbitasara esnek, ha ACB< > 90°. Igy C A, és CB; a két hasonlo derékszogti haromszdgre nézve egymésnak
megfelel§ szakaszok, ennélfogva AA;/AA™ = BBy/BB”, és ezt akartuk bizonyitani.

Szidarovszky Ferenc (Budapest, Fazekas M. gyak. g. III. o. t.)

III. megoldas. Szerkessziink meg egy A* B*C* haromszoget, mint az I. megoldasban, és legyen A* tiikorképe B*C™
kozéppontjara A*'. Ekkor az A* B*C* haromszog oldalai rendre a OB, BA, AC oldalakra merdlegesek, ugyantgy, mint
azt a Bo AoCs haromszog egymas utani oldalaitol kivanja a feladat. Ha ezt a haromszoget még eltoljuk az AB egyenessel

parhuzamosan gy, hogy A*" az AC oldalra keriiljon, akkor a keletkezé A’ B'C’ haromszoget A kézépponti hasonlosagi
transzformécio viszi at Bs A2Cs-be, hasonldéan, mint az A* B*C* haromszoget A B1C1-be.
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Azt kell még megmutatnunk, hogy a két esetben ugyanazt a hasonldségi transzforméciot kell alkalmazni. Ez kovet-
kezik abbol, ha megmutatjuk, hogy A*B’ || BC, mert a hasonlosagi transzformacié minden egyenest vele parhuzamos
egyenesbe visz at, tehit az emlitett parhuzamossag esetén az A*-ot A;-be 4tvive transzformacié B'-t is a BC egyenesen
levé pontba viszi at.

A kivant parhuzamossag viszont kdvetkezik abbol, ha megmutatjuk, hogy A'C* || BC, vagyis az AC* A’ és ABC
haromszdgek hasonlok, mert A*C* és B’ A’ parhuzamos és egyenls szakaszok, tehat A* B’ A'C* paralelogramma.

Az AA'C’ és AB*C* haromszdgek hasonlok, mert mindketts derékszogi és A-nal levs szogiik kozds, vagy az egyik
a masiknak cstcsszoge (ha a BAC sz6g tompaszog). gy AA'JAC* = A'C'/C*B*. De A'C' = B*A* és B*A*/C*B* =
AC/BA, mert az A*B*C* és a C AB haromszog megfelels oldalai egymasra merdlegesek, s igy a haromszogek hasonlok.

Azt kaptuk tehét, hogy az ABC és AC* A’ haromszdgekben, amelyeknek az A-nél levs szdgei egybeesnek vagy
csticsszogek, az ezt kozrefogo, megfelels oldalak ardnya megegyezik. Igy A'C* || CB. Mint lattuk, ebb6l kovetkezik,
hogy az ABC haromszogbe lehet beirni két egybevago haromszoget, melyeknek oldalai merélegesek az elirt sorrendben
az ABC haromszog oldalaira. Mivel az el6irasoknak megfelels haromszogek egyértelmiien meg vannak hatarozva — lasd
az 1. megoldast —, igy a feladat allitdsa bizonyitast nyert.

IV. megoldas. A; és A helyzetét szamitassal is meghatarozhatjuk a haromszog (szokas szerint jeldlendd) olda-
laibol és szogeibol. Legyen CA; = x, a C-bdl B felé mutato irdnyt véve pozitivnak. (A By, C1, Ag, Ba, Ca cstcsokat
is az ABC haromszog megfelel§ két csucsatol mért tavolsagukkal hatarozzuk meg, pozitivnak mindig a széban forgod
oldal masik végpontja felé mutatéd iranyt vessziik.) Ebbdl, a koszinuszokat természetesen elGjellel értve (2. abra):

CB; = x cos7, ABy =b— x cos~, AC1 = b cosa — x cosa cos7,

BCy =c—bcosa+x cosa cosy =a cosf + T cosa cos7y

(felhasznaltuk a b cosa + a cos § = ¢ Osszefiiggeést). Most mar a kovetelmény figyelembevételével
BA; = BCicosf3 =a cos®> f+x cosa cos B cosy =a —x, ésigy

a sin? 3
x = .
1+ cosa cos 8 cos~y

Hasonléan BAy; = y-nal kifejezve rendre a BCs, ACy, ABy, CBs szakaszt, felhasznalva a ¢ cosa + a cosy = b
Osszefiiggést, a CAs = a — y = CBs cosy kovetelménybsl

a sin®

Y= 1Y cosa cos B cosy’

Igy = és 9, ill. Ay és Ao, ill. veliik az A; B1C} és Ay BoCo haromszogek mindig egyértelmtien meg vannak hatarozva,
mert a nevezS sohasem 0, ugyanis a koszinuszok szorzata abszolut értékben kisebb 1-nél.

A kérdéses egybevagosig most mar kivetkezik abbol, ha megmutatjuk, hogy a B1C1 Ay és Cy Az Bs haromszogekben
— melyeknek szogei rendre egyenlGek az ABC héaromszog szogeivel, és igy hasonlok egymashoz —, egy par megfelelé
oldal egyenls. Az els6 haromszognek az A;C1 By = (3 szoggel szemben fekvs oldala a szinusz tétel felhasznalasaval

. a sin? 8 sin~y bsin sin 8 siny
A1B) = x sinvy = = .
1+ cosa cosf cosy 14 cosa cosf cosy
Hasonléan . . in 3
¢ sin « sin -y sin
AQOQ =Y sinﬂ = il

1+ cosa cosf3 cosy

A miésodik haromszogben a szinusz tétel alapjan

Bo(Ch sin By Ay Co . sin 3 . b

AsCYy o sin A9 B> Ca< N sin y T
és igy
b
ByCy = - - AyCy = A1 By,
C

ami allitasunkat igazolja.
Glfi Laszlo (Budapest, I. Istvan g. IV. o. t.)



