A kovetkezokben két feladat altalanos megoldasat keresve, a talalt eredményeket oly szampéldak megfejtésére
hasznalhatjuk fel, melyeket enélkiil csak talalgatas altal oldhatnank meg. E talalgatés kore és ideje bizonyos rendszer
kovetésével ugyan meglehetGsen korlatolhatd, de mivel utévégre mégis csak talédlgatas, nem vehets egyenértékiinek ama
idedlis eljarassal, mely az ily feladatok megoldéasat is egyenlettdl varja, egészen eltekintve attol, hogy a dolog lényegébe
val6 bepillantast sem teszi lehetGvé.

E feladatok elseje a kdvetkezs:

Hany széam alkothato n kiillomboz6 (egész) szambol az dsszeadas miveletével.

n

A szamokat egyesével véve 1 szdmot kapunk; két-két szamot Osszeadva és figyelembe véve, hogy dnmagéval a

n
szam nem kombin4lhatd, valamint azt is, hogy a + b = b+ a, ( 2) kiilomb06z8 szdmot nyeriink.
.. n
Harom-harom szam Osszegezése altal az igy nyert szdmok szadma ( 3) .
n

i-esével kombindlva a szdmokat ( ) kombinéciét kapunk.

i

. s . s . 3 ., 3 n
Mind az n szamot 0sszeadva, csak egy szamot kapunk; az n-es kombinaciok szama ( )
n

Az n elembél az Osszeadas miveletével alkothatd kiillombozs szamok 6sszes szama tehat:

O e O O

Ezen egyenlet mindkét oldaldhoz (g) = l-et adva

2=+ () () () (20 ()-50)

Amde a binomi egyiitthatokrol ismeretes tétel alapjan, mely az (1 + 1) hatvany kifejtésével bizonyithato:

igy tehat

2" —1
=2"-1= .
> 71
Ez tehat az n elembdl tisztan Gsszeadas atjan alkothatd kiillomboz6 szamok szadma, hol még meg kell jegyezniink

azt, hogy az igy nyert szdmok koziil még ama esettdl teljesen eltekintve, hogy az n elem kozott egyenlSk is lehetnek,
amit ki is zartunk, lehetnek egyenlék, mert példaul lehetséges, hogy:

a+b=c+d,

de ez altalaban nem kovetkezik be és igy a fenti eredmény veendd altalanos érvénytinek.

A masodik feladat ez:
Hény szam képezhetd n elembdl az dsszeadas és kivonéds miiveletével csak abszolut értékre valéd tekintettel?
A targyalas altalanossaga kedvéért ragadjunk ki az n szamu elembdl k szamut és tegyiik tel, hogy csak az Osszeadas

jelével kapcsoljuk 6ket, mialtal elgbbiek szerint Z) szamot nyeriink. Mivel pedig o) = 1. Az ily mo6don nyert szamok

(1) (6

k
Ha mar most az egyik szam a k kozil negativ jeld, akkor mindegyik k-s csoportbol (1) szamu djabb csoport

szama igy irhato:

alkothato, mert a k-s csoport k szamu elemeinek mindegyike egyenként negativ jelet vehet fel, tehat az el6bbi (Z)
k

csoportbol Gsszesen (Z) ( 1) szamu oly k elembdl allé csoport képezhets, melyben az elemek koziil csak egy negativ

jeld.

k e
Ha két elem kapcsolédik negativ jellel, akkor mindegyik k-s csoportbol <2> szamu 1Uj szam alakulhat. Osszesen

k
tehéat a két negativ jeld elemmel alkothaté k elemd szamok szama (Z) (2)



k
Ha a k elembdl i szamunak elGjele negativ, akkor a k-s csoportbél ily médon alkotott szamok szdma <Z> <z>
n\ [k
k) \k
Az n elembdl alkothato Gsszes k elemid szamok szdma tehat, melyek 6sszeadés és kivonas utjan keletkezhetnek:

IO €+ Q) () 0)- 0

Azonban e szamok nem lesznek mind kiildmbo6z6ek, amennyiben 6l. |a —b| = |b — a| vagy pl. [a+b—c—d| =
lc+d—a—1b|

Ennek figyelembe vételével azt talaljuk, hogy a fenti 0sszegben minden szam éppen kétszer fordul eld, ha csak
abszolut értékre vagyunk tekintettel. Igy tehat az n elemb6l az Osszeadas és kivonas miiveletével alkothaté k elemt

Végiil, ha mind a k elem negativ jellel kapcsolodik, az igy alkothaté szdmok szdma

1
kiilomboz6 szdmok szama 3 Z 2k,

Miutan k az Gsszes egészszamu értékeket felveheti 1-t6l n-ig, az n elembdl Gsszeadéds és kivonés utjan alkothato
Osszes kiilombo6z6 szamok
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Erdekes a két feladat eredményének osszehasonlitasa egy konkrét szampeélda esetén. Igy pld. 5 killombo6z6 szambol

tisztédn Osszeadassal 31 kiillomboz6 szam alkothatd, 6sszeadés és kivonassal 141.
n

A talalt eredményeket mar most vizsgalat ala vessziik. n szamu elembdl csak az Gsszeadés jelével szamu

szam alkothaté. E szamok koziil, mint jeleztiik, lehetnek egymassal véletleniil egyenlSk is, de minket kiilondsen azon

eset érdekel, mikor e szamok egymastol mind kiilombozéek.
n

2 1
Ezen esetre is eleve kimondhatjuk, hogy ezen kiilomboz6 szamok szdma legfeljebb 51 lehet.
Kimutatjuk most azt, hogy ha az n elem Ggy van valasztva, hogy az elemek egy mértani sor tagjai, akkor mind
on _ n o __
szam kiilombo6z6, megjegyezve azt, hogy a

a

feltétele.
Tegyiik ugyanis fel, hogy a szoban levs elemek: a?, af, a!, a™ stb. és ezek kozott kovetkezd Osszefiiggés allana
fenn:

szam kiilomboz6ségének ez nem sziikséges, de elegends

(I) a? +a’+ad +a"+--=a"+a’ +a’ +a"+ -

hol p, ¢q, I, m stb. pozitiv egész szamok.
Legyen az elemek legkisebbike pl. a?, akkor az (I) egyenlet igy is irhato:

(IT) 14a9P4+a P 4+am P .=a" P4 PHaP+a* P4

Meértani sorrél 1évén szo6, p, q, I, m, =, y, v, z... egymastél kiillombozsek és igy g —p, [ —p. .. sth. kiillombozéek
a zérustol és igy a hatvanymennyiségek mindegyike a (I7) egyenletben kiilombozé az (I)-t6l.

Ha a paros szam, minden hatvanya és igy hatvanyainak Osszege is paros szam. A (II) egyenlet jobb oldalan allo
paros szam tehat a bal oldalon &ll6 péaratlannal volna egyenls, ami kiinduld feltevésiink helytelenségét bizonyitja.
Ugyanerre jutunk, ha a-t paratlannak tételezziik fel.

Teljesen ugyanez all a masodik feladat esetén is. Ugyanis nem kell egyebet tenniink, mint az (I) egyenletet ezen
alakra hozni:

a?+al—a®—a*+---=a¥—d +a" —am— .



Ezen egyenlet szerint feltessziik, hogy valamely mértani sor bizonyos szamu tagjat az osszeadas és kivonas jelével
kapcsolva, az igy nyert eredmény ugyanezen mértani sor mas elemeinek az 6sszeadés és kivonas jeleivel valé kapcsolas
altal nyert eredményével volna egyenld.

Ezen feltevés helytelensége teljesen azonos modon bizonyithato, mint elgbb.

Ha tehat n elem gy van valasztva, hogy valamely mértani sor tagjai, més szoval egy és ugyanazon alapszam

hatvanyai, akkor az ezen n elembdl tisztan Osszeadéssal, vagy Osszeadas és kivonas altal alkothatd 2—_1, illetsleg
3" -1
3-1

Azon esetben, ha az igy alkotott szdmok egymastol mind kiilombozsek, kiilonds figyelmet érdemel azon eset, midén
n n._ n

szamud szdm egyméstol mind kilombozs lesz.

az egymastol kilombozs T_l’ illetsleg 3 szamu szdm a természetes szamsort alkotja 1-t61 22%1, illetsleg
3" -1
3—-1

Vegyiik az els6 esetet, midén az n szambol pusztan 6sszeadas altal az 1-t61

alkothatjuk.

-ig. Hatarozzuk meg ezen esetben az n szamot.

n

2 —

1 -ig terjedd Osszes egész szamokat

n

1
Miutan mind az n szadm Osszeadasa altal az alkothaté szadmok legnagyobbikat, tehat esetiinkben T -et kell

kapnunk, vilagos, hogy a kérdéses n szdm Osszege

1) S =21

De az (1) egyenlet egy oly n tagi mértani sor 6sszege, melynek els tagja 1, hanyadosa pedig 2, maga a sor:

1,2, 4,8, ...2771

Valoban e szamok és csakis ezek felelnek meg a feltételnek, amit konnyt belatni. Ugyanis a fenti mértani sor elemeinek
szama n lévén, elébbiek szerint legfeljebb 2—_1 kiillombo6z6 szam alkothaté bel6liikk Gsszeadas utjan és hogy eme
2" —1

2—-1
folyik.

Keressiik most azon n szamot, melyekbsl Osszeadas és kivonds ttjan a természetes szamsornak 1-t6l

szadmu szam tényleg egymastol kiillombozs, az az el6bb mértani sorok tagjaira adott altaldnos bizonyitashol

n

-ig
-1
terjedd Osszes tagjai elgallithatok. Mint el6bb, Ggy most is, ha mind az n elem pozitiv jellel kapcsolédik, akkor kapjuk

3
a legnagyobb szamot, 31 -et, tehat

(2) S =21

Ez egyenlet jobb oldala egy oly n tag mértani sor 0sszege, melynek elsé tagja 1, hanyadosa 3, maga a sor:
1, 3,9, 27, ... 3" ¢

Hogy e szamok valéban megfelelnek és csakis ezek, az el6bbi modon rogtén belathato.

A mondottak alkalmazasat végiil még két szampéldan mutatjuk meg, melyek tulajdonképpeni indito okai voltak a
megel6z6 elméletnek.

Valaki 1023 K-at 10 zsadkban oly médon osztott meg, hogy barmely 1-t6l 1023 K-ig terjedd egész szdmu korondkban
kifejezhet Osszeget egész szamu zsakokban fizetheti (vagyis tigy, hogy barmely a mondott hatarok koz6tt levs 6sszegnél
sem fogja valamely zsak tartalménak csak egy részét igénybe venni.) Hogyan oszlik meg fenti 6sszeg az egyes zsakokban?

910 _ ) 10 _

Az el6bbiek szerint 10 elembdl legfeljebb 71 kiilomboz6 szam alkothato. Es mivel 51 = 1023, azért, ha az
1-t61 1023-ig terjeds Osszes egész szamokat akarjuk alkotni, a szoban forgo tiz szam, mely esetiinkben az egyes zsakok
tartalmanak kifejezGje csak ez lehet :

1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512,

melyek tényleg a feladatnak megfelelnek.
Azt az altalanos targyalasbol méar tudjuk, hogy ezen 10 szambol 1023-nal nagyobb szam nem alkothato, de lassuk
azt, hogy ha 10 szambol pl. 1-t6l 1000-ig terjedd szamokat akarnok alkotni, ming eredményre jutnank?
Mindenekel6tt vilagos, hogy ez esetben a feladatnak tobb megoldéasa van. Az egyiket rogton megkapjuk, ha a fenti
10 szam koziil 9-et megtartunk és a 10-iket megkapjuk, ha 512-bgl 23-at levonunk, vagyis a 10-ik szam 489. Egy masik
megoldas az els6 nyolcz szam megtartasaval, ha 9-diknek 255, 10-diknek 490-et vessziik s i. t. Hogy ilyen esetben hany
megoldés lehetséges, ugyan igen érdekes, de most fejtegetni nem kivanjuk.



Attériink inkdbb a masodik esetre vonatkozé szampéldara.

Egy keresked6nek mérlegéhez 4 darab, 6sszesen 40 kg. sulynyi stlya van, melyekkel 1-t6l 40 kg-ig terjedleg barmely
egész szdmu kg-okban kifejezhetd sulyt mérhet mérlegén. Melyek e stulyok?

Egyenl6 kart mérlegrél lévén szo, valamely tetszéleges stuly az egyik mérlegserpenySben vagy az illet§ serpenyébe
helyezett bizonyos szamu suly altal idézhets eld, mint ezen silyok Osszege; vagy a méasik serpenyébe is helyeziink egyes
sulyokat, mialtal utobbiak silyanak Osszege az elobbiekébdl levonodik. Széval itt azon esettel van dolgunk, midén n

elembdl Osszeadas és kivonas altal alkotunk szamokat. N

3—-1

Miutén esetiinkben n = 4, az ezen 4 elembdl alkothaté szamok szdma legeljebb lehet és mivel az 1-t6l 40—ig

terjedd szdmok alkotandok, a keresett megoldas, vagyis az egyes stlyok értéke :

1 kg, 3kg, 9 kg és, 27 kg.

n

Ezen esetben is, ha az alkotandé szadmok szdma — 1 -nél kisebb, a megoldasok szdma egynél nagyobb.



