I. megoldas. A keresett ABC héaromszogben az adott ACB szog CD = f felezGje meghosszabbitasanak a k
koriilirt korrel valdo E metszéspontja felezi a C-t nem tartalmazo AB ivet, mert az ACFE és ECB keriileti szogek
egyenlSk. Masrészt a BE iven fekvé EAB és ECB szogek is egyenlék. Igy az ADE és CAE haromszogek hasonlok,
mert F-nél levs szogiik kozos, tehat

AE: ED =CE: EA.

Itt AF ismert szakasz, mert az AB = ¢ oldalbol és az AC'B szoghdl k, tovabba rajta E megszerkeszthets. Ennélfogva
az adodo

(1) ED-EC =ED(ED+ DC)=ED(ED + f) = EA?

egyenlGség felhasznalasaval ED és EC is szerkeszthetSk, pl. a korhoz kiilsé pontbol hazott szelén és érintén létrejott
szakaszokra ismert tétel alapjan, ha a szel6nek a korbe es§ hurjat f-nek, az érinté hosszat pedig AFE-nek vessziik.

1. dbra

A segédszerkesztés célszertien ugy végezhets, hogy az AE-t A-ban érintd, f atmérdji ky kort vessziik és meghizzuk
ehhez E-b6l a kozéppontjan atmens EGH szelot (ahol EG < EH). Ekkor EG - EH = EA% Mivel GH = f, igy

EG=ED; EG+GH=ED+ f=EC,

tehat C-t k-bol az E koril EH sugarral irt korivvel metszhetjiik ki. (k1 szerkesztését megkonnyiti az az észrevétel,
hogy kozéppontja az AK egyenesen van, ahol K a k kor E-vel atellenes pontja.)

Az ABC haromszog megfelel a feltételnek. Ugyanis AB egyenl$ az adott szakasszal, CE felezi az ACB szoget,
végiil f-et C-bol E felé felmérve — vagy ami ugyanaz, C E-re HG-t raforgatva — a D* végpont AB-n van. Valéban, (1)
szerint az ACD* héaromszog koriilirt kore érinti AE-t, ezért az EAD* (har-érint6) szogre

EAD*< = ACD*« = ACE« = ECB« = EAB«.

k és E egyértelmten szerkeszthets. Nyilvanvalo, hogy C létrejon, ha FH < EK, masképpen: ha ED > EL, ahol L az
AB oldal felez6pontja. Ezekbdl f-re is adhatunk feltételt:

(2) f=CD=CE-DE<KE-LE =KL,

vagyis f nem lehet nagyobb annél a tavolsagnal, amennyire az AB szakasz AC' B< nyilasu lat6szog-korivének AB-t61
legtavolabbi pontja van. A kiilonb6z6 megoldéasok szama nyilvanvaléan 1 vagy 0.

Szerkesztésiink barmely adott AC'B szbg esetén érvényes, mert sehol nem hasznaltuk ki, hogy esetiinkben ez a szog
derékszog. Derékszogi haromszog esetére (2) igy alakul: f < ¢/2.

Kunszt Zoltdn (Papa, Tirr 1. g. IV. o. t.)

II. megoldas. Az I. megoldas szerinti k korbsl C-t a ¢ atfogdhoz tartozé m magassag ismerete alapjén is ki-
metszhetjiik. m-re egyenletet abbol kaphatunk, hogy az ACD és BCD részharomszogek egylittes teriilete egyenls az
ABC haromszog t teriiletével. D-bd6l a befogdkra bocsatott merslegesek hossza a létrejovs egyenls szaru derékszogi
haromszogekbdl f/v/2, ezért
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Innen Pythagorasz tétele és 2t = ab alapjan
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a+b=1/(a®+b2) +2ab =/ +2cm =



tehéat négyzetre emeléssel és rendezéssel
2¢*m? — 2¢f?*m — *f? = 0.

Ennek gyokei biztosan valésak, mert a tiszta tag negativ, a négyzetes tag egyiitthatoja pedig pozitiv. Ebbdl azt is
latjuk, hogy a két gyok ellentett elGjeld. A pozitiv gyok:

L(FE)

az adatok alapjan mindig megszerkeszthetd.
Haromszoget csak akkor kapunk, ha m < ¢/2, azaz

CT_fZ \/f2+2c27
amibdl négyzetre emeléssel, majd gydkvonassal, és figyelembe véve, hogy ¢, f pozitivok

A >4ff? f <e¢/2.

Antal Kdlmdn (Budapest, Kando K. hir. ip. t. IIL o. t.)

2. dbra

Megjegyzés. (3) szerkesztésében észrevehetjiik, hogy a zéardjelben allo kéttaga FM + M H = FEH, ahol M a k; kor
kozéppontjat jeloli. Eszerint m = f - EH/c, tehat FH mint befogo f6lé HN = ¢ atfogoval derékszogi haromszoget
szerkesztve m-et megadja HN-nek a ki-be es6 HP szakasza (2. dbra). (Ez termeészetesen csak ACB<t = 90° esetén
érvényes.)
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3. dbra

II1. megoldas. Megrajzolva az AC'D és BC' D haromszog koriilirt korét, ezek atmennek azoknak az AD-re, ill. BD-
re mint befogora szerkesztett ADQ, ill. BDR egyenl$ szaru derékszogi haromszogeknek a @, ill. R csicsan, amelyek
AB-nek ugyanazon oldalan vannak, mint C, és a derékszogek csticsa A, ill. B. Igy ugyanis AQD< = BRD< = 45° =
ACD< == BCD«. A létrejott hurnégyszogekbsl DCQ< = 180° — DAQ< = 90° = DCR<, tehat C' a QR egyenesen
van, és CD 1 QR. Masrészt

QDR< =180° — ADQ< — BDR< = 90°,
és DQ+ DR = ADV2+ BDV2 = ABV2 = ¢V2.



Eszerint a DQR derékszogl haromszoghdl ismert a befogok Osszege és az atfogdhoz tartozd f magassag. Ha ezt
a haromszoget megszerkesztjiik, ebbdl egy az el6irdsnak megfelel6 haromszog cstcsait gy kapjuk, hogy vessziik az
atfogohoz tartozé magassag talppontjat és a befogok folé kifelé szerkesztett négyzetek kézéppontjat.

A DQR haromszog megszerkesztése a I1. megoldaséhoz hasonlo szamitas alapjan torténhetik. A befogok Gsszegét

d-vel, az egyik befogot a-val jellve az atfogd hossza y/a? + (d — a)2. A kétszeres teriilet négyzetét kétféleképpen
szamitva

la(d — a)]2 =m?*[a® + (d - a)2} =m?(d® — 2ad + 2a*) = m*d®> — 2m*[a(d — a)].

Ez masodfoku egyenlet a(d—a)-ra, aminek alapjan a befogok mértani kdzepe, majd az I. megoldas segédszerkesatésének
mintajara a befogdk megszerkeszthetdk.
A szerkesztés helyességének bizonyitasat és a diszkussziot az olvasora bizzuk.

Kéry Gerzson (Sopron, Széchenyi I. g. IV. o. t.)



