9. Vonaldarab kozepe. A vonaldarab A, B végpontjait a tetszésszerinti O pontbol hozzajuk vont OA = A és
A+B
OB = B vectorokkal advan meg, a vonaldarab M kozepét az OM = +

vector hatarozza meg.

10. Egy a sikban vagy a térben fekvd mégyszdg szemkdztes oldalainak kiézepeit dsszekdtvén, a nyert transversdlisok
eqymdast felezik. Metszéspontjuk annak a, vonaldarabnak kézepe, mely az dtlok kozepeit kiti dssze.

A E b

Az A, B, C, D pontokat egy tetszésszerinti O kezdGpontra vonatkoztatvan a megfelel§ vectorok OA = A, OB =
B, OC =Cés OD =D.

A+B

, G-nek c+D a vectoruk.

Ennélfogva F-nek
EG kozepének vectora

1/A+B C+D\ A+B+C+E
2 2 2 B 4

B A+D
+C.H—nak +

Hasonléképpen F-nek a vectoruk, s igy F'H kozepének vectora

1/B+C A+D\ A+B+C+D
2 2 2 o 4

Ezzel a tétel els6 része igazoltatott.

K-nak A+C, L-nek B+D

a vectoruk s igy KL kozepének vectora

1 A+C+B+D _A+B+C+D
2 2 2 - 4

s igy EG, FH és KL kozepei egy pontba esvén Ossze, a tétel masodik része is be van bizonyitva.

11. Az OABC parallelogrammdaban tetszésszerint folvett D ponton dt az oldalokkal parhuzamos EF, GH egyeneseket
hizunk. Bebizonyitandd, hogy az OC, EH és GP diagondlisok egyazon I ponton mennek keresztiil.
Legyen
OA = A, tehat OG=m- A

OB=B,"OE=n-B

Az 6sszeg értelmezése szerint
OG+GI =01

OG+z-GF =y -0C
mA+z-(GA+ AF) =y - (OA+ AC)
m-A+z-{(OA—-OG+OE})=y-(0OA+ OB)

az értékek tovabbi helyettesitése utan:

mA + (A —mA +nB) = y(A + B)

honnét
{m+(1-m)z—y}A+(nx—y)-B=0
s igy
m+(1l—m)z—y=0
nt—y=0
mely egyenletrendszerbdl
m mn




Az utobbi kifejezés m és n-re vonatkozolag symmetrikus, ha tehat I-t mint OC és EH metszéspontjat hatarozzuk
meg, akkor is ugyanerre az eredményre kell jutnunk.
Ezzel a tétel igazolast nyert.

10=y-CO
IC=10-CO=(@y-1)-0C
innét
Qi y mn
IC y—1 (1—-m)-(1—mn)

10
Az m és n szamok értelme szerint az TC arany egyenlé az OABC és OGDE parallelogrammak teriileteinek
aranyéaval.

12. A teljes négyszog hdarom dtlgjinak kézepei egyazon egyenesben fekszenek.

Legyen
OA=A, OE =mA
OB =B, OD=nB
akkor
OC=0A+AC=0A+z-AD
0OC=0B+BC=0B+y-BE
ezekbdl
OA+2-AD=0OB+vy-BE
OA+xz(OD —-0OA)=0B+y-(OE —-0OB)
A+z(nB-—A)=B+y-(mA —-B)
(1—2)A+nzB=(1-y)B+myA
s igy
1—z=my
l—y=nzx
mely egyenletrendszerbél
m—1 n—1

Tr = , Y= .
mn — 1 y mn — 1

Szamitas kozben kitiint, hogy
OC=A+z-(nB—-A)



s igy x értékének helyettesitése, s a kifejezés kell6 rendezése utan

S T T
Minthogy:
OF — %OC = m{m(n - 1A +n(m—-1) B}
OG:gA—m

1 1
most mar F'G és GH meghatarozasara keriilhet a sor.

OF +FG+GO =0

1 1
1

OG+GH+HO=0
1 1 1

E szerint
GH = (mn — 1)FG

ami azt jelenti, hogy az F, G, H pontok egyugyanazon egyenesen fekszenek.

13. Complanar vectorok. A vectorok 6sszeadasanak értelmezése szerint vildgos, hogy egy tetszésszerinti zart polygon
oldalait vectorokul tekintvén, azok Gsszege zérus.

Alkalmazzuk a vectorpolygon ezen tételét harom egyazon sikban fekvs, tehat complanar vectorra. Ha ezek A, B
és C, akkor bebizonyithatjuk, hogy a, b, c-vel algebrai szdmokat jelolvén, ezek mindig eleget tesznek az

aA +btB+cC =0

egyenletnek.
Ugyanis a vectorok sikjaban, vagy mas, de ezzel parhuzamos sikban mindig szerkeszthetiink oly haromszoget,
amelynek oldalai rendre parhuzamosak az A, B, C vectorokkal, s ennek a haromszognek keriileti dsszege

aA + bB + cC.

A complanar vectorok foltételi egyenlete csakis eqy mddon elégithetd ki.
Mert ha egyuttal
dA+VB+JC=0
is allana, akkor C-nek kikiiszobolése utan

b ! b

A+ B=ZA+1B
(& C C

c
kovetkezik, s ebbdl

més szoval
a:a =b:b=c:c

s igy az a, b, c-vel ardnyos a’, b/, ¢ szdmok nem tekinthet6k 6nall6 értékrendszernek.
Ezek szerint, ha A, B, C complanarvectorok, akkor

aA +bB + cC = 0;

és viszont, ha ez a foltétel fennall, akkor az A, B, C vectorok complanarok.
Ellenben, ha A, B, C nem complanar, hanem tetszésszerinti vectorok, akkor

aA +bB + cC



nem lehet zérus, mert annak a parallelepipedonnak atlojaval egyenls, amelyet az A, B, C vectorokkal parhuzamos
élekbdl szerkeszthetiink. Ez a diagonalis mindaddig nem lehet zérus, amig a parallelepipedon harom éle rendre zérussa
nem valik.

Ha tehat valamely feladat targyaldsanal arra az eredményre jutunk, hogy az altaldnos helyzeti A, B, C vectorokra
nézve

aA +btB+cC =0

all fenn, minthogy a kérdéses vectorokrol tudjuk, hogy nem complanarok, kell, hogy
a=0,b=0,c=0

alljon.
Viszont, ha azt talalnék, hogy
aA +bB+cC=0

de masrészt tudjuk, hogy a, b, c a zérustél kiilonboz6 szamok, akkor ebbdl az A, B, C vectorok complanar voltara
kell kovetkeztetniink.

Ezek az eredmények gyakorlatilag nagyfontossaguak. Els6 sorban arra hasznalhatjuk fel, hogy a vectort 4j, sokszor
el6nyosen alkalmazhato alakban allitsuk els.

Ha A és B az adott X vectorral complanar, akkor

aA+bB+2X =0

honnét
—xX =aA + 0B

vagy (—x)-szel osztvan:
X=dA+VB

Ha A, B, C nem complanar vectorok, akkor az X vector mindig a A + bB + cC alakban allithato6 eld; mert egyebet
sem kell tenniink, mint az A, B, C vectorokkal parhuzamos éld olyan parallelepipedont szerkeszteni, melynek az élek
kozos csticspontjabol kiindulo atloja = X.

Az els6 eset a vectornak két, adott irdnyu complanar OsszetevSkre vald szétbontasat, a mésodik eset pedig a
vectornak harom adott irdnyt Osszetevire valo szétbontasat szolgaltatja.

14. Annak foltétele, hogy hdrom complanar vector végpontjai egyazon egyenesben fekiidjenek.
Legyenek A, B, C az adott complanar vectorok, és O a kozos kezd6pont. Tehat

A=0A B=0B, C=0C.
Ha az A, B, C pontok egyazon egyenesben fekszenek, akkor
AB =z - AC

s igy
B-A==z -(C—A)

Ezt a foltéleli egyenletet egybevetvén a complanarsag foltételeivel
a+b+c=0

s igy azt mondhatjuk, hogy az A, B, C complanar vectorok végpontjai akkor fekszenek egyazon egyenesben, ha
a+b+c=0.

15. Annak foltétele, hogy négy pont egyazon sikban fekidjék.



Legyenek A, B, C, D az adott pontok; hogy egyazon sikban fekiidjenek, annak f6ltétele az, hogy az AB, AC, AD
vectorok complanarok legyenek, tehat kielégitsenek egy

l-AB+m-AC+n-AD =0

alaku foltételi egyenletet.
A vectorokat az O kezdGpontra vonatkoztatvan

I(B-A)+m(C—-—A)+n(D-A)=0
honnét
—(l+m+n)A+IB+m(C+nD)=0

kovetkezik.
Itt ismét azt latjuk, hogy az egyiitthatok Gsszege zérus. Altalaban tehat négy pont akkor fekszik egyazon sikban,
ha
aA+bB+cC+dD =0

at+b+ec+d=0

egyiittesen allanak fenn.
Ha azt akarjuk kifejezni, hogy az A pont benne fekszik a BC'D sikban, akkor

A=pB+¢C+rD

ptag+r=1
foltételi egyenletek alljanak.

16. Az ABC hdromszogon belil félvett tetszésszerinti G pontot dsszekiotjik a hdromszdg csiucspontjaival. Keres-
stk azt az dsszefliggést, mely az dsszekdtd vectorok meghosszabbitdsai kdvetkeztében a hdromszdg oldalain keletkezd 6
vonaldarab kézt fenndll.

GA =aA
GB =bB
GC =cC
complanar vectorok 1évén
aA +bB + cC.

Tovabba
GAl = A1 =zA
GBl = Bl = yB
G01 = Cl =zC
s igy
AcA g B G
T Y z

A
Ha a complanarsag fontebbi foltételi egyenletébe A helyébe az =L srteket helyettesitjiik, akkor
x

YA 4B +cC=0
s



azt fejezi ki, hogy az A3 BC vectorok is complanarok. De ezen vectorok A;, B, C végpontjai ezenfeliil egyazon
egyenesben is fekszenek, tehét

2 bte=0
x
ugyanigy:
b
a+—-+c=0
Y
a+b+ )
z
Ezen egyenletrendszerbél
a
reT b+c
_ b
v= a+c
__c
a+b
minélfogva
aA
A = —
! b+c
bB
B, =-
a+c
cC
C, = —
! a+b
vagy méasképpen
A — bB + cC
! b+c
B, — cC+aA
a+c
cA +bB
C, = —
! a+b

Az utébbi harom egyenlet még igy is irhato:

honnét

Q

Al—B & Bl—

a Cl—A

C-A, bV A-B, ¢ B-C, a

vagy
BA,

E CBl g ACl é
AC b BIA ¢ C1B a

s igy szorzatuk
BA,-CB;-ACy ]

AC-BA-CiB

a keresett feltételi egyenlet, melyben Ceva tételére ismeriink.

17. Collinear haromszdgek. Ha azok az egyenesek, melyek két haromszognek megfelelkezé csticspontjait kotik 0ssze,
egy pontban talalkoznak, akkor a megfelelkez6 oldalak metszéspontjai egyazon egyenesben fekszenek.

Az ilyen haromszogeket collinearoknak hivjuk, a csicspontokon dtmend transversalisok metszéspontja a collineatio
centruma, a megfelelkezd oldalok metszéspontjainak egyenese a collineatio tengelye.

A collineatio, mint altalanos geometriai rokonsag minden speciélisabb jellegii rokonsagot magaban foglal.

Ha a collineatio centruma a végtelenben fekszik, tehét a collineatié sugarai parhuzamosak, akkor a rokonsag atmegy
az affinitdsba.

Ha a collineati6 tengelye a végtelenben fekszik, tehat a megfelelkezs egyenesek parhuzamosak, akkor a hasonldsdg,
ha pedig mind a centrum, mind pedig a tengely a végtelenben vannak akkor az egybevdgdsdg 1ép fel.

A vectorgeometria segitségével az elGrebocsatott tételt kovetkezSképpen bizonyitjuk be.

OA=A OA" =mA



OB =B OB’ =nB
oC =cC oC’' =pC
a collinear helyzet feltételei.
F=0F=0A+AF =0A+2-BA=0A"+: -B'A' =

=A+2-BA=0A +2 -B'A =
=A+z(A-B)=mA + 2 (mA —nB)

innét
(1+2)A — 2B =mA + 2'(mA —nB),
tehét
1+z=m(1+2)
z=nz
honnét
~(m—=1)n
 n—-m
s igy
P (1+ (m—l)n)A_ (m—l)nB
n—m n—m
Fo —m(n—1)A+n(m-1)B
B n—m
D —n(p—1)A+pn—-1)C
= .
E— —p(m—-1)C+m(p—1)A
= e
Ha

f = (m—n)p-1)
d=(n—p)m—1)
e=(p—m)n—1)

A
Collineatio.



Al’
Hasonlosag.

A r
Affinitas,

B

A’

Egvbevagosag.

jeloléseket alkalmazunk, akkor
dD+eE+ fF =0
d+e+ f=0
azt mutatja, hogy D, E és I egyazon egyenesben fekszenek. Tényleg

d+e+f=mp—np—m+n+mn—mp—n+p+pn—mn—p+m=_0.



