I. Altalinos megjegyzések.

Leghasznalatosabb rajzeszkozeink a korzs és a vonalzé; az ezekkel elvégezhetd szerkesztéseket a gorog mathemati-
kusok utdn meértani szerkesztéseknek nevezziik.

A g6rog mathematikusok szeme el6tt a szerkesztések keresztiilvitelénél csak elméleti szempontok lebegtek: a lehetd
legegyszertibbnek olyan szerkesztéseket tartottak, melyeknél a rajzeszkozok alkalmazéasara a lehetd legkevesebbszer
volt sziikség. Am valamely elméletileg egyszerii szerkesztés kivitele sokszor igen faradsagos, s6t bizonyos rajzeszkozok
hidnyaban kivihetetlen is, miért is késébb olyan szerkesztéseket iparkodtak adni, amelyek kényelmesebben és a mi a
f6: pontosabban végezhetsk el; szoval az elméletileg egyszertt felaldoztak a gyakorlati érdekeknek.

Igy pl. a vonalzoval végezhetd szerkesztések a legkényelmesebbek és a legpontosabbak. Ha korz6t hasznalunk, akkor
egy tavolsag atvitele pontosabban eszkozolhetd, mint ugyanazon tavolsagnak végtelen sokszor vald atvitele: a koriv
megvonasa. Néha meg egyaltalan nem rajzolhatunk kort a korzével, hanem (pl. két hegyes végével) csupan mérésre
hasznalhatjuk, mely esetben a korzét mérdnek fogjuk nevezni. Ha a mérével csak egyetlen egy meghatarozott tavolsagot
vihetiink at, akkor a mérét étalonnak fogjuk nevezni.

Lasunk olyan szerkesztést, mely pusztan vonalzoval is elvégezhetds.

1. feladat. Adott egyenesen adott A, B, C pontokhoz (C az A és B kozott legyen) olyan D pontot szerkessziink,
mely a C-t harmonikusan valasztja el az A, B 4. n. alappontoktol; vagyis szerkessziik meg D-t ugy, hogy

AC AD
BC  BD

legyen.

Megoldas: (a) Az adott egyenesen kiviil fekvs tetszGleges S pontot kossiik Ossze az adott A, B, C pontokkal
és vegylink fel az SC-n egy ugyancsak tetszGleges () pontot. Ha mar most AQ), illetSleg BQ az SB, illetéleg SA
egyeneseket az R, illetSleg a P pontban metszi, akkor PR az adott egyenest a keresett D-ben metszi.

é;

Bizonyitas: Alkalmazzuk az SAB haromszogre a Ceva és Menelaos-féle tételeket, akkor:

AC BR SP__
BC SR AP

és
AC BR SP

BD SR AP

E két egyenlet osztasabol pedig ered:
AC AD

BC  BD

(b) Ugyanez a szerkesztés igy is végezhet el: Az A és B pontokbol hiizott tetsz6leges parhuzamosakat messe egy

a C-n atmend tetszGleges egyenes F-ben és F-ben. Mérjilk azutan BF meghosszabbitdsara a BG darabot, akkor EG
az AB-t a keresett D-ben metszi.
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Bizonyitas. A sugarrendszer torvényei alapjan:

AC AFE
CB  BF
AD AE
BD  BG’
tehét osztas utén:
Ac AD
BC " BD '

Nem szorul magyarazatra, hogy az els6 szerkesztés mennyivel kényelmesebb és pontosabb, mint a masodik, bar az
els6nél 6, mig az utébbinal csak 4 egyenes megvonésara volt sziikségiink.

1. tétel. Ha az egyazon egyenesen fekvé A, B, C pontok kozil C' az AB tavolsagot felezi, akkor a negyedik
harmonikus pont (D) a végtelenbe esik.

Dec

A C B

Bizonyitas: Ha az SAB haromszogre a Ceva-tételt alkalmazzuk, akkor

AC BR SP
56 SR AP =
Amde feltételiink értelmében
A0 _
BC ’
tehat
@ . S_P — _|_1
SR AP ’
vagyis:
SP SR
PA ~ RB’
amibdl a sugérrendszer torvényei szerint:
PR || AB.

Az itt kimutatott tétel megforditasa is érvényes.

2. tétel. Ha PR parhuzamos az AB-vel, akkor SC felezi az AB tavolsagot.

Bizonyitas: A sugarrendszer torvényei szerint:

SP SR
PA~ RB
vagy
BR SP
SR AP
és minthogy a Ceva-tétel értelmében
AC BE SP
BC SR AP ’
azért e két utolsd egyenlet osztasabol:
AC =CB.

E két tétel alapjan pusztan vonalzdval megoldhatok e feladatok.

2. feladat. Adott egyenesen adott AC és CB egyenlé darabok vannak; huzzunk adott P ponton &t az adott
egyenessel paArhuzamost.



Megoldas: Az AP-n vegyiik fel S-et tetszés szerint és messe BP az SC-t Q-ban és AQ az SB-t R-ben, akkor (1.
tétel):
PR | AB.

3. feladat. Adva van a sikban két megrajzolt parhuzamos; felezziik az egyik parhuzamoson fekvé AB téavolsagot.

Megoldas: A masik parhuzamoson tetszésszerint kijeloljik a P és R pontokat. Messe egyméast AR és BP (Q-ban,
az AP a BR-et pedig S-ben, akkor SQ az AB-t C-ben felezi (2. tétel).

Lambert francia geometer volt az els6, aki olyan szerkesztésekkel foglalkozott, melyek pusztdn vonalzédval is elvé-
gezhetSk és e szerkesztéseket a "a vonalozé geometridjinak” (géometrie de la regle) nevezte.

Mascherondy megmutatta, hogy az 0sszes mértani szerkesztések csupan korzével elvégezhetsk.

Steiner a nagynevd német geometer kifejtett, hogy az Osszes mértani szerkesztések pusztan vonalzoval elvégez-
hetsk, hacsak a sikban egy a kozéppontjaval egyiitt megrajzolt kort megadunk.

Vonalzéval és mérével megoldhato szerkesztésekre el6szor Hilbert gottingai tanar irdnyitotta a ﬁgyelmetﬁ; Kiirschdk
Jozsef budapesti miiegyetemi tanar pedig megmutatta, hogy a méré mindenkor helyettesithets egy étalonnal.

Jelen cikkiinkben ezen szerkesztések megismertetésével szandékozunk foglalkozni, sziikséges azonban, hogy el6szor
néhany altalanos megjegyzést tegyiink.

Akérmilyen Osszetett is legyen valamely mértani szerkesztés, (tehat korz6 és vonalzoval elvégezhets szerkesztés),
mindig visszavezethetd bizonyos legegyszertibb alapszerkesztések ismételt alkalmazésara.

Vonalzoval a kovetkezs szerkesztések egyikét végezhetjiik el kdzvetleniil:

1°. egyenest hizunk;

2°, valamely megrajzolando és egy mar megrajzolt egyenesnek metszéspontjat keressiik;

3°. valamely megrajzolando egyenes és egy mar megrajzolt kor metszéspontjait keressiik;

Korzovel kozvetleniil csakis a kovetkezs szerkesztések egyikét végezhetjiik el:

4°. korivet vonunk;

5°. adott tavolsagot adott egyenesre felvisziink;

6°. egy megrajzolando kor és egy megrajzolt egyenes metszéspontjait keressiik;

7°. egy megrajzoland6 és egy megrajzolt kor metszéspontjait keressiik.

Ha megengedjiik a korzé és vonalzé szabad hasznalatat, akkor valamely geometriai kérdés megoldasanak nehézsége
csupan e hét alapszerkesztés alkalmas kombinaldsabol fakad. Ha azonban rajzeszkozeink bizonyos megszoritasoknak
vannak aladvetve, akkor mindig ki kell keresniink e hét alapfeladatbol azokat, melyek velok megoldhatok és altaldban
valamely feladat akkor oldhaté meg bizonyos rajzeszkozokkel, ha visszavezethets a feladat olyan alapszerkesztésekre,
melyek azokkal a rajzeszkozokkel megoldhatok.

Ha a vonalzot és korz6t nem hasznalhatjuk szabadon akkor lehetnek olyan alapszerkesztések, melyek (a) direkt
elvégezhetdk, (b) a direkt elvégezhetGkre visszavezethetSk és (¢) egyaltalan el nem végezhetsk.

A visszavezetésnél (b) néhany segédszerkesztés elvégzésére van sziikségiink, mint pl.:

(o) parhuzamost vonjunk;

(B) valamely tavolsagot sokszorozzunk, vagy azt tetszésszerinti szamu egyenl6 részre osszuk;
(v) egymasra merdleges egyeneseket huzzunk:

(6) harom adott tavolsdghoz a negyedik aranyost szerkessziik.

Megjegyezziik még azt is, hogy az 1. és 4. feladatokat korlatolt segédeszkdzok mellett megoldottaknak tekintjiik,
ha tetszésszerinti szdmu pontjat megtudjuk az egyenesnek vagy korivnek szerkeszteni.

L. Mascheroni: La geometria del compasso.
2% J. Steiner: Die geom. Construktionen ausgefiihrt mittelst der geraden Linie und eines festen Kreises. 1833.
3Hilbert: Grundlagen der Geometrie.



