Kiindulunk a méasodfoka egyenlet altalanos alakjabol
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Ha 7 igen kis tortszam, akkor - tagot egyelére elhanyagolva, az elsé kozelits érték
c
T = —5
A masodik kozelits érteket ugy hatarozzuk meg, hogy (1)-ben z? helyébe z; = —% értéket irunk, azaz
c a
Hasonlé moédon
c a4
Tr3 = _E — 6:132,

és igy tovabb.
A szamitasnal két esetet kiilonboztetiink meg, 1., ha a gyokok egyenld elGjeliiek, 2., ha ellenkezs elGjeldek.

I. A két gyok egyenls elgjeld.

Az egyenld elGjeli gyokoket mindig pozitivoknak vehetjiik; mert ha negativok volnanak, csak x helyébe —x értéket
kell irnunk. Az egyenlet, melynek pozitiv gyokei vannak, ilyen alaku:

(2) az® —bx +c =0,
hol a, b, ¢ pozitiv egész szamokat jelentenek. A kisebbik gyok értéke:
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A gyoknek ezt az alakjat vessziik a szamitas alapjaul.
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Latni valo, hogy x1 kisebb, mint a (2) alatti egyenlet kisebbik gyoke.
Tudjuk ugyanis, ha a és c egyenld elGjeltek, akkor

b? — 4ac < b?

kovetkezbleg
b+ Vb2 — dac < 2b.

Azt is latjuk tovabbé, hogy
T <Top<x3< ... Ty <,

minthogy a kozelit értékek soraban x? helyébe sohasem a valodi gyokot irtuk, hanem mindig annal kisebb szamot.
Eszerint 1, x2, x3...xz, szdmok folyton nének és mindinkdbb kozelednek a valédi értékhez.
Ha az els6 kozelits érték és a valédi gyok kozotti hibat aq-gyel jeloljiik, akkor
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a; =2 —m :5—1—596’2—5:5:10'2.
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ennélfogva
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ebbdl pedig az kovetkezik, hogy
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De z' + z,—1 < 22, minthogy pedig ' < —, annyival inkadbb all, hogy =’ 4+ x,—1 < o Ezt figyelembe véve, latjuk,
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Ha n helyébe 2, 3, 4, ..n — 1, n értékeket irunk, a kovetkezs sort kapjuk:
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Ezeket az egyenl6tlenségeket egymassal sokszorozva a kovetkezs eredményre jutunk
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Ha az egyenlet két gyoke reélis, vagyis ha w2 < 1, akkor z,, kozelit6 értékénél a hiba () kisebb lesz barmely adott

ag < Qp—1.

szamnal, ha n elég nagy.
Példa. Keressiik a kovetkezd egyenlet gyokeit:

522 — 125002 + 516 = 0.

Ebben az egyenletben
a=b; b = 12500; ¢ = 516.

doc _ 1030 dac 1
b 156250000 b2 10
tehat az eljaras alkalmazhato.
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A hiba 4 4 )
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a1 < b—2 X 5, de F < 1—04, 5:0,04128,
vagyis
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Ha még egyszer alkalmazzuk az eljarast, akkor
Ebben az esetben a hiba
4ac
g < b—2a1,

vagyis
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A miésodik kozelité gyok pedig
xo = 0,04128 4 0,00000068161536 = 0,041280681.

A miésodik gyokot most méar konnyen kiszamithatjuk; a gyokok Osszege ugyanis

b
¥ + 12" = —= = 2500,
a

tehat
z” = 2500 — 0,041280681 = 2499 - 958719319.

II. A két gyok ellenkezé elGjeld.

Ha a gyokok ellenkezd elGjeliek, mindig feltehetjiik, hogy a kisebb absolut értéki gyok a pozitiv; mert ha a kisebb
absolut értékd gyok negativ volna, akkor  helyébe —z-et irva, oly egyenletet kapunk, mely ennek a feltételnek megfelel.
Az adott egyenlet tehat ilyen alaku lesz:

(1) az® 4+ bx —c =0,

ebbdl pedig
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A kozelits értékek:
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Amint latjuk, 1 nagyobb a (2) alatti egyenlet barmelyik kozelits gyokénél, tehat z1 > 2’; ellenben 2o < 2’ mivel g

tortbél egy masik tortszdmot kell levonni, mely nagyobb a valédi gyoknél. Pozitiv gyokrél 1évén szd, xo negativ nem
lehet, tehat
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Ha ennek a feltételnek megfeleliink, akkor
0k < xo < 2/,
c a
Osszehasonlitva a valodi gyokot kifejezé egyenlettel:
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latjuk, hogy a (3) alatti egyenlet kivonandoéja

ennélfogva
de mivel z9 > z1, ennélfogva

Hasonl6 okoskodéssal talaljuk, hogy

(4) T4 = 3.
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kifejezésben x4 < z’, mivel x3 > 2’. Mivel tovabba z3 < x1, ennélfogva,

T = — .I%

a
b

SO



kifejezéssel hasonlitva Gssze a (4) alatti kifejezést, latjuk, hogy
Ty > T2.
Ezt az eljarast folytatva, a kovetkezs két egyenlGtlenségre jutunk
1> T3> T5...> Top1 > T

Lo < Ty < Xg...< Toy < &'

A pératlan mutatoju kozelits gyokok folyton kisebbedd sort adnak, melynek altalanos tagja annal jobban megkozeliti
a valodi gyokot (z') minél nagyobb n. A paros mutat6jiu kozelits gyokok ellenben folyton névekedd sort alkotnak,
melynek dltaldnos tagja annél jobban megkozeliti a valodi (z') gyokot, minél nagyobb n.

Ha x2,41 paratlan mutatoja kozelits gyoknek megfelel hibat aa,41-gyel jeldljiik, akkor
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De x5, kisebb, mint x; = g, hogy pedig 2’ < g, az az adott egyenlet gyokének megvizsgalasabol kovetkezik:
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Mivel a és c ellenkezd elGjeliiek, ennélfogva —4ac szorzat pozitiv elGjeld, tehét

Vb2 — dac > b;

ha tehéat a gyokmennyiség helyett a kisebb értéket irjuk, akkor
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Szamitsuk ki most a paros mutatoji kozelits gyoknek megfelels hibat.
c a c a
o =’ — oy = = g = (5 - zxz) -

a a
= E(CL'/ + .%'gp_l)(.%'/ — ,sz_l) = E(CL'/ + l‘gp)azp_l.

c
De tudjuk, hogy 2’ is, 3,1 is kisebb, mint z; = R azaz

2c

x + Top—1 < ?,

ennélfogva

2ac
(7) Qop < b—2042p,1.



Az (5), (6) és (7) alatti egyenlStlenségek segitségével az egyenl6tlenségek kovetkezs sorahoz jutunk, ha p helyébe
2,3, 4, ..., n—1, n értékeket irunk:
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2ac
Op < —5 - Op—1.
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Ezen egyenl6tlenségek megfelels tagjait egymassal sokszorozva, a kovetkezd eredményre jutunk:
< 2ac\" ¢
Qn — | =.
b2 2b

2
Ha % < 1, a hiba annal kisebb lesz, minél nagyobb n; s6t ha n elég nagy, a hiba kisebb lehet barmely pozitiv
szamnal.

Példa: Keressiik
322 +1322—11=0

2 1
egyenlet gyokeit. Mivel itt % = 561" az eljaras alkalmazhat6. Az els6 kozelité gyok
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Ty T3 12

a hiba ezen a fokon
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a —_— . — —_ e
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2
a; <0,0002 < —

104"
Menjiink at a masodik kozelit6 értékre
c a o, 1 3 1 1 o
TR TR T2 132 122 12 44144
1 1 1 527 527
=—|(1-—— ) =— - —=——=0,083177083.
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A hiba ezen a fokon
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Annyival inkabb &ll, hogy
1 1
R Y
ebbdl pedig
1 2 0,6
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Eszerint 10~° pontossaggal

' =0,083177.
A masik gyok értékét most mar konnyen kiszamithatjuk:
'+ = —44,
tehat
x' = —44,083177.
Mako. Laszlo Igndc

! Jegyzet. Forrasul felhasznaltam: Vacquant, Lecons d ’Algebre, XIII. kiadas.



