7. A polyederek fajtdjinak megdllapitdsa. Hogy FEuler tétele ezen 10j polyederekre is alkalmazhato legyen, annak
modositésanal tekintettel kell lenniink az illet6 polyeder fajtdjara, lapjainak fajtajara és testszogleteinek fajtajara. Az
oldallapok, illetSleg a testszogletek egyméast kozt kiilon-kiilon egyenls fajtajuak.

E célbol vetitsiik a polyedert a koriilirt vagy beirt gombre, vetitési kozéppontul ezen gémbok kozos kdzéppontjat
hasznélvan fel.

A kovetkezd jeloléseket fogjuk alkalmazni:

n a polyeder oldallapjanak oldalszama (rendje),

v az a szam, mely az oldallap faJtajat jelzi,

a az a sphaerikus teriilet, melyet az oldallap vetiilete beborit,

s ezen sphaerikus sokszognek belszogosszege.

Bontsuk fel ezt a sphaerikus sokszdget a 3. pontban jelzett modon gémbhéaromszogekre. Egy ilyen gdbmbharomszog
belszogosszege legyen a.

Ha szogegységiil a derékszoget, teriiletegységiil azt a gdbmbharomszoget vessziik, melynek mindhérom szoge derék-
sz0g, akkor gdmbharomszogiink teriilete = a — 2.
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Ugyanis egészitsiik ki az AB legnagyobb gdmbi korivet korré és hosszabbitsuk meg az AC, BC' koriveket az ezen
korrel valo A’ és B’ metszéspontjaikig.
ABC + BCA' = (4)

ABC + ACB' = (B)
ABC + B'CA' = (0),

hol (A), (B), (C) az ABC szbgekhez tartozo gombi kétszogeket jelentik.

Egyenleteinket 6sszeadvan, a bal oldalon a félgombot és az ABC haromszog teriiletének kétszeresét kapjuk; valasz-
tott egységeinkre valé tekintettel pedig a gombkétszog teriilete egyenld a hozzatartozoé szog kétszeresével; ha tehéat .S
a gbmbharomszog teriilete, akkor

28+4=2A+2B+2C,

honnét
S=A+B+C -2,

S=a-—2.

Ezen kitérés utdn visszatérvén eredeti feladatunkhoz, latnivald, hogy az oldallap vetiiletének a teriilete ezen gdmb-
haromszog n-szerese 1évén
a = Xa — 2n.

Itt Xa a tekintetbe vett n gombhéromszog belszogeinek 0sszege, mas szdval a gdmbi polygon belszogeinek Gsszege s,
melyhez még hozzdadandé a haromszogek kozos csicspontja koriil fekvs szogek Gsszege.

Ez az utobbi = 4¢p, ha ¢ alatt a vetitett oldallap fajtajat értjiik.

Ennélfogva

(1) a=s+4p—2n.

Legyen E a polyeder fajtajat, jellemz6 szam. Ertelmezésiink szerint ez a szam azt jelzi, hanyszorosan boritjik a
polyeder oldallapjainak vetiiletei a gomb feliiletét. Ha [ az oldallapok szdma, akkor, minthogy valasztott egységiinknek
megfelelleg a gomb felszine = 8, tehat

(2) la = 8E.
Ha e a polyeder éleinek szama, akkor

(3) In = 2e.



Jeloléseink szerint s alatt a sphaerikus sokszogek belszogeinek dsszegét értjiik, tehat [s az 6sszes oldallapok vetiileteit
alkoto sphaerikus sokszogek belszogeinek totalitasaval egyenld.

Ha o alatt a polyeder egy testszogletének fajtajat osztjak, akkor az egy pont koriil fekvs szogek osszege (minthogy
egy csticspont koriil a testszoglet Gsszes lapjainak vetiiletei fekszenek) o-szorosa a teljes szognek, s igy ¢ szamu csticspont
esetében

(4) ls =4oc.
Az (1) egyenlet [-szeresét Gsszehasonlitvan a (2) egyenlettel,

8E = ls+ 4l — 2nl
szarmazik, honnét

ls =8FE — 4lp + 2nl.

Ezt a (4) egyenlettel vetvén egybe:
8FE — 4l + 2nl = 4oc

De a (3) egyenlet tekintetbe vételével:
8E — 4lp + 4e = 4oc

s ezt (4)-gyel egyszertsitvén, a tagok kell§ athelyezésével
(5) e+ 2F = ¢l + oc.

szarmazik, mely egyenlet az Fuler-félének altaldnositéasa.
Ugyanis convex polyederek esetében
s ha ezekét helyettesitjiik, akkor (5)-b6l
e+2=I1+c¢,
vagyis FEuler egyenlete szarmazik.

Ezek utan nem marad egyéb hatra, mint egyenletiinket a polyederekre rendre alkalmazvan, ezen testekkel koze-
lebbr6l megismerkedni.

8. Heted-fajtaji szabdlyos dodekaeder. Ezt a testet csillagos, vagyis masodfaji 6tszoglapok hatéaroljak, melyek a
convex dodekaeder minden cstcsaban els6faju haroméld testszogleteket alkotnak.

Minthogy a convex dodekaedernek 20 csticspontja van, ennélfogva ennek az 4j testnek is 20 csicspontjanak kell
lennie.

Ha m alatt a testszogletek éleinek szamat, n alatt az oldallapok oldalainak szamat értjiik, akkor

2e = mc és 2e=nl.

Esetiinkben:

tehat
e =30 és [ =12.

(5) szamu alapegyenletiinkbe ezen értékeken kiviil o = 1 és ¢ = 2 tétetvén
2E=24+420-30=14
szarmazik, s igy ez a dodekaeder tényleg 7-ed faju.




9. Hetedfajtaju szabdlyos ikosaeder. Ezt a testet szabélyos haromszogek hataroljdk, melyek a convex ikosaeder
minden cstcspontjaban méasodfaja otéld testszogleteket alkotnak. Ennélfogva az 0j testnek 12 csticspontja van.
Ha tehat

akkor
e=230 és [ = 20.

Az alapegyenletbe ezeken kiviil o = 2 és ¢ = 1 helyettesittetvén,
2Fk=20+24-30=14

szarmazik, s igy ez az ikosaeder tényleg 7-ed faja.

10. Harmadfaji szabdlyos dodekaeder convex oldallapokkal. Ezt a testet convex szabalyos 6tszogek hataroljak,
melyek egy kozonséges szabélyos ikosaeder minden csicspontjaban mésodfaju o6téli testszogleteket alkotnak. A testnek
12 csuicspontja levén,

m=295 és n=2>5,

helyettesitése alapjan
e=230 és l=12.

Az alapegyenletbe ezeken kivill o = 2, ¢ = 1 tétetvén

2F =12 + 24 — 30 = 6,

s igy ez a dodekaeder tényleg harmadfaja.

11. Harmadfaji szabdlyos dodekaeder csillagos oldallapokkal. Ezt a testet csillagos szabélyos 6tszogek hataroljak,
melyek egy kozonséges szabalyos ikosaeder minden csticspontjdban els6faju 6téld testszogletet alkotnak. A testnek 12
csucspontja levén, m = 5 és n = 5 helyettesitése alapjan e = 30 és [ = 12.




Az alapegyenletbe ezeken kivill o = 1, ¢ = 2 tétetvén
2F =24+12 - 30 =6,

s igy ez a csillagos Otszoglapi dodekaeder tényleg harmadfaja.

12. Az 1j polyederek meghatarozo elemeit, melyeket a megel6zSkben rendre kiszamitottunk, az alabbi tablazatban
foglaljuk Gssze.

Il n ¢ ¢ m o e FE
Hetedfaju szabalyos dodekaeder 12 5 2 20 3 1 30 7
Hetedfaja szabalyos ikosaeder 20 3 1 12 5 2 30 7
Harmadfaju, convexlapu szabéa-
lyos dodekaeder 12 5 1 12 5 2 30 3
Harmadfaju, csillagoslapi szaba-
lyos dodekaeder 12 5 2 12 5 1 30 3

Ebbdl a tablazatbol kittnik, hogy az 4j polyederek paronkint conjugaltak, éppen Ggy, mint a convex polyederek.

13. A polyederek elddllitaisinak mddja Cauchy szerint. Eddigi targyaldsaink alapjan az 4j polyederekrdl némi
fogalmat alkothatunk magunknak, melyet vazlatos rajzaink bizonyos mértékben tamogathatnak. De ezek az 14j testek
bizonyara oly bonyolédott alakzatok, melyekrsl csak tokéletes modellek szemlélete nyujthatna tiszta képet. Nem lesz
tehét folosleges, ha a roluk alkotott eddigi képet azzal egészitjiik ki, hogy ismertetjiik Cauchy-nak méar a 3. pontban
jelzett szerkesztési modjat.

Cauchy szerint ugyanis ezeket a polyedereket a kévetkezs modon nyerhetjiik:

"Ha a kozonséges dodekaeder éleit, melyek a 12 6tszognek oldalait alkotjak, meghosszabbitjuk, akkor a harmadfaji
csillagos lapt dodekaedert kapjuk."

"Ha a kozonséges dodekaeder minden oldallapjat addig terjesztjiik ki, mig az a szemkoztes oldallapot hatarold 6t
lapot metszi, akkor a harmadfaju convex oldallapt dodekaedert kapjuk."

"Ha ebben az utébbi dodekaederben azokat az éleket hosszabbitjuk meg, melyek a 12 convex 6tszdgnek oldalai,
akkor a hetedfaju dodekaederhez jutunk."

"A hetedfaju ikosaedert ugy szerkeszthetjiik meg, ha a kozonséges ikosaedernek oldallapjait addig terjesztjiik ki,
mig a szemkdztes oldallapot koriilvevé harom haromszoglapot metszi."

A megel6z6kben elGadottakra nézve Rouché et Comberousse Traité de Géometrie (II. k. p. 247-2571) cimd kitting
mivet vettem alapul, s a kérdések irant érdeklgdéket is erre a munkara figyelmeztetem.



