Geometriai szerkesztések kivitele alkalméval nem ritkan esik meg, hogy a szerkesztéshez sziikséges tényez6k nem
allanak rendelkezésiinkre. Mar Steiner hangstlyozza, hogy valamely feladatnak elvben valé megoldasa és a tényleges ki-
vitel kozott nagy kiilombség van és allitasa helyességérdl a constructiv geometridban 1épten-nyomon meggy6z&dhetiink,
midén kiilldmben egyszerd feladatok kivitele kedvezétlen felvétel okozta segédszerkesztések miatt valik bonyolultta.

Az emlitett koriilmény oka physikai segédeszkdzeink korlatoltsagaban rejlik. Rajzlapunk hatérolt volta, vagy egyes
szerkesztési elemek hasznavehetetlensége, arra kényszeritenek benniinket, hogy ily viszonyokkal is szdmoljunk és az aka-
dalyok ellenére is kivigyiik a kittizott szerkesztést. A feladatoknak ily viszonyok kozott valo megoldésanak fontossagara
szintén mar Steiner hivja fel a figyelmet egy kisebb mivéhez irt jegyzetek kozott.

E czél elérése mar tisztan elméleti szempontbol is érdekes. Erdekes mar magaban az is, hogy valamint pusztan kor-
z6vel és vonalzoval az Osszes geometriai szerkesztések megoldhatok, igy kimondhatjuk azt is, hogy bizonyos szerkesztési
elemek hozziférhetetlensége esetében is az dsszes geometriai szerkesztések megoldhatdk. De fontos dolog a gyakorlatban
is. A constructiv geometridban hanyszor vagyunk kénytelenek ilyen szerkesztésekhez fordulni részben egyes szerkesztési
elemek hozzaférhetetlensége miatt, részben azért, mert azok megbizhatatlansaguk miatt hasznavehetetlenek (hegyes
metszés) és bar ily esetekben a constructiv geometria sajat, a térszemléleten alapuld, modszereit alkalmazza, mas
altalanosabb és gyakran egyszertibb modszerek ismerete is szlikséges.

Természetes dolog, hogy e feladatok megoldasanal ismerniink kell el6bb a megfejtést azon esetre, midén az Gsszes
segédeszkozok rendelkezésiinkre allanak. Kiilonos is volna, ha oly feladatokat, melyeket még e legkedvez6bb viszonyok
kozott sem tudunk megoldani, e viszonyok gyakran tetemes megszoritdsa mellett probalndk megfejteni.

A mondotton alapszik éppen két modszere az e feladatok megoldasanak. Ezek a tiikorképezés és a parhuzamos
eltolas modszerei.

Mindkét moédszer alapgondolata a kitizott szerkesztést oly helyre &tvinni, hol az akadaly nélkiil kivihet6 és a
tényleg végrehajtott szerkesztés utan az eredményeket rendeltetési helyokre visszavinni.

Egy harmadik moédszer a projektiv geometria tételei alapjan oldja meg a hozzaférhetetlenségi feladatokat. E mod-
szer a legelegansabb, bar gyakran nem a legegyszertibb és egyik kivalosaga a masik kettd felett az, hogy alkalmazha-
tosaga kevésbé fiigg a rendelkezésiinkre allo hely nagysagatol, mint az el6bbieké, éppen azért, mert a szerkesztést ott
helyben végzi és nem teszi el6bb 4t mas helyre.

Sikidomok kozott fennalld hasonlosag, ardnyossag is gyakran elénnyel alkalmazhatok ily feladatok megoldasanal.

E moédszereket azonban nem kivanom itt behatébban targyalni, hanem mindegyiket néhany alapfeladaton, mint
példan felvilagositani.

Két egyenesnek a rajzlapon kivil esd metszéspontjiba rajzoljunk adott pontbol egyenest.

1. Messiik az a és b egyeneseket tetszbleges egyenessel és allitsuk el§ a, b és P-nek z-re vonatkozo tiikorképét a;-et,
bi-et és Pi-et.

Az a1, by egyenesek M; metszéspontjat Pi-gyel 6sszekots egyenes z-et X-ben metszi. PX a keresett egyenes.

Czélszert az x egyenest az adott egyenesek egyikére merélegesen felvenni, mialtal az egyik tiikorkép szerkesztése
feleslegessé lesz. Ha az x egyenest még P ponton at rajzoljuk, e pont is Osszeesik tiikkorképével, de e megtakaritas csak
latszolagos, a mennyiben aztan utobb kellene valamely tetszGleges pont tiikorképét megszerkeszteni.

2. Rajzoljunk a-val és b-vel parhuzamosan tetszéleges ai-et és bi-et és azutan oly P; pontot, melynek tavolsaga
ai, illetéleg bi-t6l ugyanakkora, mint P ponté a, illetSleg b-t6l. Pi-et 0sszekdtjiik a a; és by metszéspontjaval és ez
0sszekots egyenessel P-b6l parhuzamost rajzolunk.

E szerkesztés igazolasat a parhuzamos eltolas definicziojaban leli.

Czélszerd az egyik egyenest 6nonmagéan eltolni, midltal még a P, pont meghatarozasa is egyszertsbiil.

Projektiv geometriai tton e feladat pl. a Desargues-féle tétel segélyével oldhatoé meg. (Lasd K. M. L. VIII. évf. 3.
sz.) Ugyanott oldottuk meg ezen feladatot is:

Egy a rajgzlapon kiviil esd pontbol adott egyenessel parhuzamos egyenest rajzolna.

Egy masik a teljes négyoldal harmonikus tulajdonsagain alapul6é és Lambert-t6l valé megoldasa a feladatnak a
kovetkezd:



P-n 4t tetszéleges AD és BC egyeneseket rajzolunk. AB és CD egyenesek O metszéspontjabol a tetszéleges OEF
egyenest rajzoljuk. A CF és DE egyenesek Q metszéspontjat P-vel 6sszekots egyenes a keresett megoldas.

E feladat megoldhaté még igy is: P-b6l a-val és b-vel PB, illet6leg PA parhuzamosakat vonjuk. Ezutan AB egyenes
C felezGpontjat megszerkesztve PC a keresett egyenes.

E szerkesztés azzal indokolhato, hogy A, B, P és az a és b egyenesek kiviil es§ metszéspontja altal meghatarozott
idom parallelogramma, melynek 4tl6i, mint ismeretes, felezik egymaést.

Ez egyszert alapfeladatot azért targyaltuk oly behatdan, hogy az Osszes modszerek alkalmazéasat lathassuk, a
kovetkezSkben mar csak egy-egy ily modszer felhasznalasaval oldjuk meg a feladatokat. Miel6tt azonban e feladatot
elhagynok, annak még egy megoldasat mutatjuk be, mely mindjart egy tjabb alapfeladat megoldasara vezet.

Bocsassunk P-bél a-ra merdlegest, mely b-t B-ben metszi, azutan P-b6l b-re merdlegest, mely A-ban metszi a-t.
A P-b6l AB-re bocsatott merdleges a keresett egyenes, mely atmegy a és b metszéspontjan.

i

E szerkesztés azzal indokolhato, hogy a szerkesztés alapjan P az AB(ab) haromszognek magassagi pontja, melyen
at a haromszog harmadik magassagat rajzoltuk. Ezzel Gsszefiiggésben targyalhato a kovetkezs feladat.

Két egyenesnek a rajzlapon kivil esé metszéspontjiba szerkesszink adott egyenessel pdrhuzamos (vagy a mi ezzel
egyenértéki, adott egyenessel adott szoget bezaro) egyenest.

E feladat igen konnyen oldhaté meg a tiikorkép-modszerrel, de szebb megoldéas az, ha a megel6z6 feladat utolsod
megoldésa szerint fejtjiik meg.

Az adott egyenesre tetsz6leges merGlegest rajzolunk, mely a két adottat A, illetSleg B-ben metszi. Megrajzolva az
A és B csucsokhoz tartozé magassagokat, az M magassagi pontot kapjuk, melyen at most a harmadik magassagot
megrajzoljuk.

Két egyenesnek hozzdférhetetlen metszéspontjabol mérjink az egyikre adott d hosszat.

Ha az adott hosszat pl. a-ra akarjuk mérni, akkor a-val tetszdleges parhuzamosat rajzolunk és erre a BC = d
hosszat mérjik. A C-b6l rajzolt parhuzamos a-t a keresett A pontban metszi.

Az eddig targyalt két feladat kombinaczidja alapjan oldhaté meg a kovetkezs feladat:

Adva van egy kor kézéppontja, két eqymdst a rajzlapon kivil metszd egyenes dltal és sugara; hatdrozzuk meg a kerilet
tetszdleges szami pontjait.

A megoldas agy torténik, hogy elGszor az els6 feladat alapjan a kor kiviil es§ kdzéppontjan atmend tetszéleges
szamu egyenest rajzolunk, a melyek mindegyikére a fentebbi médon az adott sugarat ramérjik.

Adott egyenes, melynek egyik végpontja hozzdférhetetlen, osztassék n egyenld, illetdleg adott ardnyd, (p : q) részekre.

Az adott a egyenessel tetsz6leges parhuzamost rajzolunk. A b egyenes tetsz6leges X pountjat A(IIT)-val 6sszekotjiik
és most BC-t osztjuk adott ardnyban, ill. n egyenls részre. Az osztopontokat X-szel Osszekotd egyenesek az adott
egyenest a keresett osztopontokban metszik.



Egészen analog eljaras az is, mellyel adott hosszusdgu egyenes darabot, ha egyik végpontja hozzdférhetetlen, sokszo-
rositunk.

Felezziik, illetdleg kétszerezziik meg két eqgymdst a rajzlapon kivil metszd egyenes szogét.

A sz6g egyik szaraval pl. a-val tetszéleges BD parhuzamost rajzolunk. B-b6l tetszéleges sugart ivet rajzolunk,
mely b-t C-ben, BD-t D-ben metszi. A CDFE egyenes M felez6 pontjaban emelt mer6leges a keresett szogfelezd.

Ha a szog kétszeresét keressiik, elGallitjuk A pontnak b-re valdo A; tiikorképét. Az ai-et az egyenesek kiviil ess
metszéspontjaval Osszekotd egyenes a keresett szog masik szara.

Adva van egy egyenes két oly pont dltal, melyek mindegyike egymdst a rajzlapon kivil metszd egyenesek dltal van
meghatdrozva. Rajzoljuk meg az egyenest, ha az a rajzlapon belil esik.

A szerkesztés kovetkezs: a egyenessel a’ és a”, b-vel ¢’ és ¢’ parhuzamosokat rajzoljuk. a’, a”,c’ ¢” felezé pontjai
rendre A’, A", C', C".

Jeloljiik a, b, ill. ¢, d kiviil es6 metszéspontjait M-mel, illetSleg N-nel, akkor vilagos, hogy A’A”, LM-et annak
A felez6pontjaban, hasonléan C’C”, LN-et annak C felez6 pontjaban metszi. Kossiik 6ssze A-t C-vel. L-bdl tetszéleg
rajzolt egyenes AC-t P-ben metszi. Az LP egyenesre PQ = LP darabot mérve, Q-bél AC-vel parhuzamost rajzolunk,
mely a keresett egyenest adja. A szerkesztés helyessége az LM NA és LAC/A hasonlosédgabol folyik. A szerkesztésnél
felezés helyett tetszéleges ardnyban vald osztas is hasznélhato, mely azutan minden helyen szem el6tt tartando.

Térjiink most at a kovetkezs két feladatra:

Adva van egy kor hozzdférhetetlen kézéppontja, keriletének egy pontja meg eqy egyenes; szerkessziik meg az egye-
nesnek a korrel valo metszéspontjat.

A tiikor képezési modszerrel az eljaras a kovetkezs: Ha a kdzéppont a és b egyenesek dltal van adva, megszerkesztjiik
a P keriileti pont tiikorképét a metszé egyenesre Pj-et, tovibba az a; és by tiikorképeket, melyek egymast OI-ben
metszik. Az O1-b6l O1 Pi-gyel rajzolt kor az egyenest a keresett M és N pontokban metszi.




Egy mésik megoldasa a feladatnak, mely altalanossdga miatt alkalmasabb, a kévetkezs:

Legyen adva az a és b egyeneseken a kor A és B pontja. Ezeket, ha megadva nem volnanak, hanem akar a sugar,
akar egy tetsz6leges P pontja a kornek volna adva, egy el6z6 feladat alapjan mindig megszerkeszthetjiik.

A-n és B-n tetszleges sugarral kort rajzolunk, melynek O; a kozéppontja. Az adott p szel6 AB-t H pontban
metszi. H-bol tetsz6leges szel6t rajzolunk, mely az Oy kort M; és N7 pontokban metszi.

Az O1-b6l M Np-re bocsatott meréleges a hozzaférhetetlen kézéppontbol ismert moédon p-re rajzolt merélegest
Oz-ben metszi. Az O9-b6l O M7 = O9 N7 sugarral rajzolt kor a p-t a keresett M és N pontokban metszi. E szerkesztés
azzal indokolhat6, hogy H a harom kor hatvanypontja és hogy p a megadott és az O kor hatvanyvonala.

A hatvanyvonal felhasznalasaval oldhatd meg két kor metszésének feladata is kézéppontjaik hozzdférhetetlensége
esetében. E feladat az el6bbire kovetkezéleg vezethetd vissza: Ha megszerkesztjiikk a két kor hatvanyvonaléat a feladat
egyenes és kor metszésére van visszavezetve.

Legyen tehat adva a és b altal az (ab) és ¢ és d altal a (cd) kézéppontt kor, tovabba az el6bbinek A és B az utobbinak
C és D pontjai. Rajzoljunk most tetsz6leges sugari és A és B, illet6leg C' és D-n a&tmend Oy, ill. O kézéppontu koroket,
és messiik ezeket tetszéleges O kozéppontu és sugaru segédkorrel. Legyenek a metszéspontok A;, By, ill. Cy, D;.

Kossiik még dssze O-t (ab)-vel és (cd)-vel. Az AB és A;B; H; metszéspontjabol O(ab)-re bocsatott merdleges
az (ab) és O korok hatvanyvonala, hasonloan a CD és C1D; Hs metszéspontjabol O(cd)-re bocsatott merdleges
(cd) és O korok hatvanyvonala, gy hogy e két merdleges H metszéspontja nem egyéb, mint az (ab), (cd) és O kor
hatvanypontja. H-bol (ab)(ed)-re rajzolt merdleges pedig az (ab) és (ed) korok hatvanyvonala. Ezzel a feladat az
el6bbire van visszavezetve.

Ez alapfeladatok targyalasanal, melyekre a legbonyolultabb szerkesztések is visszavezetheték, kimutattam, hogy
egyes elemek hozzaférhetetlensége esetében is e feladatok mindig megoldhatok és pedig elég véltozatos modszerek
alkalmazéasaval, melyek koziil a koriilményekhez képest czélszertien valogathatunk.




