A talpponti haromszog tulajdonsagait gyakran talaljuk szamitasok segitségével bebizonyitva. A kovetkezd sorokban
olyan tételre mutatok ré, a melynek alapjan sok esetben a szorosabb értelemben vett geometriai médszerekre viheté
vissza az emlitett tulajdonsagok levezetése. Azutan a tétel alkalmazasara adok példat.

Az emlitett tétel a kbvetkezs:

1. A hdromszdg magassagpontjinak az oldalakra vonakozo tikorképei a hdromszég kéré irt kéron fekiisznek.

Legyen az ABC haromszog magassagpontja M, a magassagok talppontjai a BC, C A, AB oldalakon sorra Ay, By, Cy;
a magassagpontnak ugyanezen oldalakra vonatkoz6 tiikkorképei My, My, Ms.

Minthogy M; az AA; meghosszabbitasan van és My A; = A1 M, azért

BMiA1A = BMAA

és
CM{AIA=ZCMAIA
Tehat
BM, =BM
és
CM; =CM.

Ebbdl kovetkezik még:
BM,CA = BMCA,

ugy, hogy
(1) BM,C« = BMC«.

A tovabbi bizonyitasban elvalasztjuk a hegyes- és a tompaszogi hiaromszog esetét.
a) Hegyesszogii haromszogben:

BMC<« =180° — [90° — B« + 90° — C<]
aAzZazZ.
(2) BMC< =180° — Aq,

Tehéat
BAC<+ BM;C< = 180°,

a mi M; pontra a kimondott tételt igazolja.
b) Tompaszdgi haromszogben: (C<t > 90°) most M kiils6 pont lévén,

BMC< =90°— A;BA< = 90° — [90° — A<]



(3) BMC< = A<,

tehat

BM,C« = BAC;

a mi a tételt erre az esetre is helyesnek mutatja.

A bizonyitas My pontra egészen hasonlo, Ms pontra nézve az a) alatti bizonyitas tompaszogi haromszognél is
valtozatlan marad (ha C'< > 90°).

Ennek a tételnek felhasznalasaval a Feuerbach-féle korre vonatkozo tételek egy része kénnyen bizonyithato. Példaul
ez:

2. A Feuerbach-féle kor sugara a hdromszog koré irhaté kor sugardnak fele.

Az ABC héromszog koré irhato kor sugarat jelolje r, az Ay B1Cy koré irottét (A Feuerbach-féle korét) r1. Minthogy
My My M3 ugyanazon korbe van irva, mint ABC, azonkiviil

My MoMs/\ ~ A1 B1C1 A\
és a hasonlosag aranyszama 2 : 1, azért még
r:rp=2:1,
a honnan

1
(4) = gr

A haromszog teriiletére nézve a kdvetkezs tétel alapjan nyerhetiink kifejezést:

3. A hdromszdg csucspontjai €s a magassagpont tikorképei meghatdrozta hatszdg terilete a hdromsziog kétszerese.

Itt qjra kiilon kell valasztanunk a hegyes- és tompaszogli hdromszog esetét.

a) Hegyesszogi haromszog esetében az elébbi jelolésekkel élve, a hatszog csticsai ilyen rendben kévetkeznek a koron:
AMsBM;CM>A. A tétel maga szinte nyilvanvald, mivel

ABC = AMB+ BMC +CMA

és
AM3BAN =2 AMB/A, BMCA=BMCA, CMAN=CMAN.

Tehat valoban

(5) AM;3BM,CM, = 2ABC.



b) Ha a haromszog tompaszigii (C > 90°), akkor 6vatosan kell eljarnunk.

Mindenekel6tt a hatszog csucsait most is az eldbbi rendben vessziik. Azonban, mivel M kiilsé pont, My és M; a
BC, illetsleg C' A koriven lesznek (1. a 2. rajzot). Ezért a hatszog kerlilete 6nmagat metszi.

Olyan idomoknal, melyeknek keriilete dnmagéat metszi, a terilet értelmezésére kiilon megallapodas szokasos (1.
Baltzer: Elemente der Mathematik 11. 64-65. 1.)

A mostani esetnél elég a kovetkezs megéllapitas:

Felbontjuk a hatszoget olyan idomokra, a melyek keriilete nem metszi 6nmagat. Az ilyen idomok teriiletének elGjelet
tulajdonitunk. A teriiletet positivnak vessziik, ha a keriiletet az éramutatd jarasaval ellenkezd irdnyban jartuk koriil,
negativnak az ellenkezé esetben.

E szerint az AM3BM;CMsA hatszog teriiletét az AM3sBD és a DMyC M, részekre bontjuk. Ha a felirt sorban az
egész keriiletet végig jarva gondoljuk, konnyt latni, hogy az AM3BD teriiletet positiv, a DMsC M;i-et negativ jellel
kell venniink, tgy, hogy

(6) AMsBM{CMy = AM3sBD — DMsC M.
Mas részrél:
ABC = ABM — ACM — CBM.

De
ABMANA =2 ABM3/\, ACMA = ACMy/\, CBMA = CBM;A\

lévén, irhatjuk:
ABC = ABM3 — ACMy — CBM;

(6) 2ABC = ABMs + ABC — ACM,y — CBM;.
Azonban
ABC — ACM2 - CBMl = ABD — DMQCMl;

a mit 6')-be irva és tekintetbe véve, az
AM3B + ABD = AM3BD,

egyenlséget, azt kapjuk, hogy
(7 2ABC = AM3sBD — DM>CM.

A7) és 6)-nak egybevetése mutatja, hogy ilyen megallapitasok utén a tétel tompaszogii haromszogre is helyes.

Ezutan geometriai aton bebizonyithato:

4. Hegyesszgii hdromszog teriletét megkapjuk, ha a talpponti horomszog keriletét szorozzuk az eredeti hdromszog
kéré irhato kér sugardnak felével. (K. M. L. IX. 26. 1. 842. feladat.)

Legyen O a haromszog koré irt kor kozéppontja, r a sugara. Huzzuk meg az OA, OB, OC sugarakat, és kos-
siik 6ssze O-t sorra My, M,, Ms-mal is. Igy az AM3BM,CM, hatszog teriiletét felosztottuk harom négyszogre:
OMsAMs, OM3sBM;, OM;CM;. Ezek mindegyike delta négyszog, melyeknek egyik atloja a kor sugara, masik atloja
az My MsMs haromszognek egyik oldala.

E szerint

1 1 1
OMQAM3 = §T'M2M3, OM3BM1 = §T'M3M1, OMchz = §T'M1M2;

a 3. tételt alkalmazva, irhatjuk:
1
2ABC = ET[M2M3 + Mng + MlMQ].

Tekintetbe véve az My Mo Mg ésA; B1C7 haromszogek hasonlosagat:
MyoMs =2B1C1, MsMy =2C1A1, MiMy =2A,By;
ugy hogy ezeket az el6bbi kifejezésbe beirva és azutan egyszertsitve:
(8) ABC = %T[Blcl +CiAr+ A1 By,
Ha a talpponti haromszog keriiletét 2p;-gyel jeloljiik, akkor még:
(8) ABC =7 - py.

5. Tompaszogd hdromszdg teriletét megkapjuk, ha a talpponti hdromszdg keriletének és a hdromszégon kivil fekvd
oldala kétszeresének kiilonbségét szorozzuk az eredeti hdromszég kioré irhatd kor sugardnak felével.



Az O pontot éppen ugy Osszekotjiik a hatszog csucsaival, mint a 4. tétel bizonyitasanal. A 3. b) alattiak értelmében
9) 2ABC = AM3BD — DMy;MCM;.

Azonban
AM3BD = AM3OF + EOFD + FOM3B

és azonosan irhato
AM3sBD — DM>;CM; = (AMsOFE + EOFD + DF M)+

(FOMsB + EOFD + EDM,) — (EOFD + DF My + EDM; + DM>CM,).
A zarojelbe irt teriiletek azonban az el6bbi delta négyszogeket adjak, ugy hogy

2ABO = AM30M2 + BM10M3 - CMlOMg,

a négyszogek teriileteit tgy, mint elébb kifejezve, és a talpponti haromszégnek az My Mo Ms hiromszoghéz vald viszo-
nyéat tekintetbe véve:

1
ABC = 57‘ . [B101 +C1 A — AlBl]v

vagy
(10) ABC = %[BlCl +C1A1 + A1 B — 2A1 B4].

Ha a talpponti haromszog keriiletét ujra 2p;-gyel az A1 By oldalt réviden c¢i-gyel jeloljiik, még irhato:
(10") ABC =r(p1 —c1).

Megjegyzés. A 8') és 10) segitségével felirhatjuk a haromszdg és talpponti haromszdg teriiletének viszonyat. Ha
elGszor is hegyesszogl a haromszog, és a talpponti haromszog oldalait beliilr6l érinté kor sugara p;, akkor

A1B1Ci =p1-p1
lévén,
(11) ABC A13101 =Tr:ip1.

Tompaszogli haromszognél a 11) ugy helyes, ha p; annak az érinté kornek sugarat jelenti, a melyik a talpponti
haromszognek az eredeti haromszogon kiviil fekvé oldalat kiviilrsl erinti[l

Derékszogi haromszogneél a 8) és 10) képletek dtmennek a teriilet kozonséges kifejezésébe. A 11) pedig elveszti
értelmét.

Emlitésre méltonak tartom, hogy az 1) tétel haszonnal alkalmazhat6 a Simson-egyenesre vonatkozo tételek bebi-
zonyitésanal is.

LA 4) — 5) alattiakra nézve v. 6. Baltzer Elemente der Mathematik 1I. 309-310. 1., a hol a hegyes- és tompaszdgl haromszog kozotti
kiilénbség nincs elég élesen kiemelve.



