Az
(1) ?=A
egyenlet a valos szamok korében megoldhato, ha A nem negativ; ekkor az egyenlet megoldasat az
(2) x=vA

alakban adhatjuk meg.

Ha A negativ, akkor két ut all el6ttiink: vagy azt mondjuk, hogy A < O esetében az (1) egyenletnek egyéltalaban
nincs megoldasa, vagy olyan 0j szamfogalmat épitiink fel, melyben az (1) egyenletnek minden esetben van megoldasa.
Mi az utébbi utat kdvetjiik és VA symbolum értelmét altalanositva, megallapodunk abban, hogy VA minden esetben
(A § 0) oly szamot jelentsen, melynek négyzetét szamitasainkban A-val helyettesithetjiik. Tehat

(VA)? = A.

Ha A negativ (A = —a), akkor V/A-t tisztan képzetes vagy imaginarius szamnak nevezziik.
El6szor is az a kérdés, mikor neveziink két imaginarius szamot egyenlének? Megallapodunk abban, hogy (a =
0, b=0):
v—a=+v-b,
ha
a=1"b
vagyis ha

Va=b.

Ha v/a-t és Vb-t a v—a, illetSleg a v/ —b tisztan képzetes szdmok komponenseinek nevezziik, akkor mondhatjuk, hogy:
"Két imaginéarius szamot egyenlének mondunk, ha komponenseik egyenlgk." A legegyszeriibb imaginarius szam
v/ —1, melyet &llandoéan i-vel jeldliink és imaginérius egységnek neveziink. Ertelmezése az

i=v-1
vagy az
i?=—1

egyenletek segélyével torténhetik.
Kényelmesnek és hasznosnak igérkezik a képzetes szdmokkal valé mtveletek olynemd megallapitasa, hogy a gyok-
mennyiségekkel val6 miveleti torvények érvényesek maradjanak akar positiv, akar negativ a radikandus.
Megallapodunk tehat abban, hogy negativ radikandus esetében is:

VA+WAL . HIVA=(a+b+... +1)VA

és
VA-VB-VC..VL=vVA-B-C...L
legyen.
Most mar kimutathatjuk, hogy:
"Minden imaginarius szam el$allithato, mint a képzetes egység és komponensének (tehat egy valos szam) szorzata."
Ha ugyanis a > 0, akkor
V—a=+v-1-a=+v-1-vV/—a=1i-+a.
Minthogy :
i=+v—1 és i*=-1,
azért
B=—i és it=1
vagy altalaban
7:477, — 1_ ,L-4n+1 — Z; ,L-4n+2 — _1, ,L4n+3 — —'L

) )

Az i-nek tehat van oly hatvinya, mely a +1-gyel egyenld, tehat jogosan nevezhets egységnek.
Végiil megallapodunk abban is, hogy:
0-i=0,

mialtal kimondhatjuk a kovetkezs szabalyt:
"Képzetes szamokkal a kijelolt miiveleteket a kdzonséges algebrai szabdly szerint végezziik el, de ugy, hogy folyton
szem elGtt tartjuk a képzetes egység kiilonb6z6 hatvanyainak értékét."



Ezek utan attérhetiink a komplex szamok targyalédsara. Ha egy valos és egy imaginarius szdmot a plus vagy minus
jellel egymas mellé irunk, altalanos képzetes vagy komplex szamot nyeriink. Altaldnos alakja:

a+ bi,

a hol az a és b valés szamokat a komplex szdm komponenseinek nevezziik.
Itt is el6szor avval a kérdéssel akarunk tisztadba jonni, mikor mondjuk két komplex szamrol, hogy azok egyenldSk.
Megallapodunk abban, hogy

a+ bi = c+ di,
ha
a=c
és
b=d.

Vagyis: "Két komplex szamot egyenlének mondunk, ha megfelel6 komponenseik rendre egyenlSk".
E megallapodasbdl rogton kovetkezik, hogy:
"Valamely komplex szam nullaval egyenls, ha komponensei nullaval egyenlk."

Ugyanis, ha
a+bi=0,
akkor
a+bi=0+0-1,
tehat

a=0; b=0.

A komplex szamokkal vald miiveletekre a kovetkezd megallapodésokat tartjuk szem elGtt.

L

(a+bi)t(c+di)=(atec)+ (bxd)i
II.

(a+bi)-(c+di) =ac—bd+ (ad + be)i
I11.

a+bi  (a+bi) (c—di) ac+bd+ (bc—ad)i

ctdi  (ctdi) (c—di) 2+ d?
ac+bd  bc—ad.
= + 1
02 + d2 C2 + d2
Mindezekbél lathato, hogy a komplex szamok Gsszeadasanal és szorzasanal stb. a valds szdmokra vonatkozo miiveleti
torvények szerint jarunk el, figyelembe vessziik azonban, hogy i = —1, % = —i stb.
Az is lathato, hogy komplex szamok Osszege, kiilonbsége, szorzata és evvel egylitt hatvanya és hanyadosa altalaban
ismét komplex szamok.

Kivételt csakis az u.n. konjugalt komplex szamok, mint pl. a + bi és a — bi képeznek, melyeknek Gsszege és szorzata
valos:

(a+bi)+ (a—bi)=2a
és
(a +bi) + (a — bi) = a® + b°.
A komplex szamok bevezetése utan a masodfoki egyenlet minden esetben megoldhat6. Ha ugyanis az
az? +br+c=0
egyenletben az egyiitthatok valés szamok, akkor, ha a diskriminédnsa

D =b%—4ac<0,

ugy
—D >0,

tehat az egyenlet megoldasa az

alakban jelenik meg.



A képzetes szamok geometriai elGallitasa.

Lattuk, hogy valamely képzetes szam egészen meg van hatarozva, ha komponenseit ismerjiik. Masrészt pedig tudjuk,
hogy a sik barmely pontja egészen meghatarozott, ha ismerjiik koordinatait. Kézelfekvs gondolat tehat, hogy valamely
sik pontjait oly modon hozzuk vonatkozasba a képzetes szamokkal, hogy minden (a; +azi) szamnak oly A pont feleljen
meg, melynek koordinatai aq és as és pedig ugy, hogy a; legyen az A abscissaja, as pedig az ordinataja.

Ha ao = 0 akkor az ilyen szamoknak megfelel§ pontok az abcissa tengelyen fekiisznek, tehat

"A valos szamok Gsszesége az abscissa tengelyen abrazolhato."

Ha ay = 0, akkor az ilyen szamoknak megfelel6 pontok abscissai nullaval egyenlSk, tehat az ordinata tengelyen
fekiisznek, vagyis:

"A tiszta képzetes szamoknak megfeleld pontok az ordinata tengelyen fekiisznek."

Az OA tavolsagot, vagyis a komplex szam tavolsagat a koordinatak kezdSpontjatol, az illets szam modulusanak, azt
a szoget pedig, melyet az OA az abscissa tengely positiv irdnyaval bezar, a szam argumentumanak vagy azimutjanak
nevezzik. A modulus r mindig positiv, az argumentumroél () pedig megjegyezziik, hogy 0-t6l 27-ig (360°) véltozik.

Az A = a1 + a9t complex szdm komponensei, modulusa és argumentuma kozott a kovetkezs Osszefiiggések allanak
fenn:

ayp =1 - Cosp, ag =1 -sing

a
r=+4/ai + a3, tgp = —.
a1

Az a; és ay itt talalt értékeit felhasznalva, nyerjiik az A komplex szam trigonometrikus alakjat; t. i.

és

A =r(cosp +isinyp)
vagy, mert

cos(p + 2km) = cosg
és

sin(p + 2kmw) = sinp

egész altaldnosan:
A = r(cos(¢ + 2km) + isin(p + 2km))

(ahol k=0, £1; £2, ... lehet.)
Ha
r1(cos 1 + isingr) = ro(cos w2 + isinpa),

akkor kell, hogy legyen :
71 COS Y1 = T2 COS Y2

és
71 8in 1 = 12 Sin WYa;

e két egyenlet mindegyikét négyzetre emelve és Gsszeadva nyerjiik:

2 (cos? @1 + sin? 1) = 73 (cos? o + sin? y),

mibdl

2 =12
vagyis

KT = T9.

Ezt tekintetbe véve:
COS (p] = COS g

sin ¢ = sin pa.

Ha pedig két szog cosinusai és sinusai rendre egyenl@k, akkor a szogek is egyenldk, vagy legfeljebb 27 egész szamu
tObbszorosében kiilonboznek, vagyis:

©1 = 2.

"Két komplex szam tehat egyenls, ha modulusuk és argumentumaik kiilon-kiilon egyenldk."



