Eme érintési foladat hatérozatlan, azaz végtelen sok oly kor van, melyek az adottakat érintik. Mindeme korok
kozéppontjainak elhelyezkedésénél kell, hogy bizonyos szabalyszertség létezzék. Keressiik e kdzéppontok mértani helyét.

Lassuk mindenekel6tt, hogy hanyféle mértani helyrél lehet altalaban itt sz6? Ezek szama az adott kordk egymashoz
val6 helyzetétdl fiigg. De két kor kolesonos helyzete lehet olyan, hogy azok egymast dtmetszik, egymast nem metszik
és egymést érintik; az egymast nem metszd korok egyike lehet a masikan kiviil vagy beliil; az érintés is kétféleképpen
lehetséges a szerint, a mint az adott korok egyike a masikon kiviil marad, vagy pedig egyik a masikat koriilveszi.

Igy tehat foladatunk 6t kiilonboz6 esetre terjed ki.

Egy a foltételeknek eleget tevs kor kozéppontjanak meghatarozéasa a kévetkezSképpen torténik. —1. abra. — Az adott
koroknek egyik S hasonlosagi pontjabol tetszileges, a koroket atmetsz6 egyenest hizunk.

Ez az O kdzépponti kort 1, 2, az O kézéppontit 2/, 1’ pontokban metszi; e pontokat a megfelels korok kozéppont-
jaival 0sszekotjiik; eme egyenesek koziil az egymassal nem parhuzamos egyenesparak metszéspontjai egy-egy érint6 kor
kozéppontjat szolgaltatjak. Igy pl. az O1 és O'1" egyenesek I metszéspontja oly kor kozéppontja, mely az adottakat
az 1 és 1’ pontokban — tehat a dombori oldalon érinti — és ket koriilveszi; holott az 02 és O'2" egyenesek metszése
altal oly, az adott koroket 2 és 2’ pontokban — a homori oldalon — érinté kor kdzéppontjat nyerjiik, mely az adottakon
egészen beliil marad.

Hasonléan hasznalhaté fol a méasik hasonléségi pont is. Itt azonban azt latjuk, hogy az eme hasonlosagi pont
segitségével elgallithaté korck mindegyike az adott korck egyikét beliilr6l — a homora oldalon, — a masikét pedig
kiviilr6l — a dombora oldalon — érinti. Ilyen kor kozéppontja pl. V. — A szerint, a mint a hasonlosagi pontokbol mas
és mas irdnyu egyeneseket rajzolunk, allithatok el kiilonbozé érinté korok, vagyis a kitiizott foladatnak végtelen sok
megoldasa van.

A fololdasokat képezd korok az el6bb emlitettek szerint haromfélék a szerint, a mint az adottak mindegyikét kiviil,
vagy mindegyikeét beliil, vagy az egyiket kiviil, a masikat pedig beliil érintik. Igy tehat az elGsorolt 6t eset mindegyikénél
harom mértani hely fordulna el§. Azonban a kévetkez6kbdl ki fog deriilni, hogy oly korck kozéppontjai, melyek az
adottakat egyértelmien, azaz mindegyikét vagy beliill vagy kiviil érintik — melyeknek elSéallitasanal tehat a kiils6
hasonlésagi pont szerepel — nem helyezkednek el két kiilonb6z6, hanem csak egy vonalon; mig ama korok kézéppontjai,
melyek mindegyike az adottak egyikét beliil, méasikét pedig kiviil érinti, — melyek tehat a bels6 hasonlésagi pont
segitségével nyerhetGk — egy mésik vonalon fekszenek. Mindossze tehat tiz mértani helyrdl szolhatunk.

Vegyiik most az emlitett 6t esetet targyaléas ala.

(a) 1. abra. A két adott kor egymdst dtmetszi.

1 abra.
ll

Vizsgéljuk a foltiintetett két mértani hely egyméshoz valo viszonyéat, tulajdonsagait és jellemzs részeit.
Az abra egyszertd megtekintésébdl kovetkezik, hogy

1I =R+ OlI,
1'I=r+01,
ha az adott korok kiillsit R és r-el jeloljiik.
De
1I=11
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mint az I kézépponti érinté kor kiillgje, tehat
R+0OI=r+01
és

(1) O'I — OI = R —r = const.



Hasonl6éan:

V5=R-0V
Vy =0V —r
és minthogy itt is
V5 =V5
mint az V' koézéppontd kor kiill6je, tehat
(2) OV +O'V = R+ r = const.

Az (1) alatt levs egyenlet azt jelenti, hogy mindazok a pontok, melyeket az adott korok kiils6 hasonlosagi pontjanak
segitségével allithatunk el6, ama szerkesztés utjan, mint a hogy az I pontot nyertiik, oly szabalyszertségnek hodolnak,
hogy a két adott kor kézéppontjaitoél mért tavolsagaiknak kiillonbsége mindig egy és ugyanazt az dlland6é mennyiséget
(= R —r) adja.

A (2) alatt levs egyenletnek meg az a jelentGsége, hogy a belsé hasonlosagi pont segitségével szerkesztett minden
pont — mint a milyen az V pont — tavolsdgainak Osszege az adott korck kozéppontjaitol egy allandd mennyiséggel
(= R+ ) egyenld.

E szerint az elsé mértani hely, melynek egyik pontja I, hyperbola, melynek O és O’ a gytjté pontjai és valos
tengelye = R — r. A mdsik mértani hely pedig, melynek egyik pontja V', oly ellipsis, melynek gytjtopontjai O és O’
és nagy tengelye = R + r. Vagyis e két mértani hely confocalis kupszeletek.

E kuapszeletek csicspontjait még igy is nyerhetjiik: minthogy a hyperbola valos, illetSleg az ellipsis nagy tengelye a
gyujtopontokat tartalmazza, azért a gh és kf, illetSleg hk és gf tavolsagok felezése altal a hyperbola, illetGleg ellipsis
csticspontjait nyerjiik — AB és A'B’ —.

Az ellipsis kis tengelye végsé pontjainak — C’, D', — szerkesztésénél vegyiik az S’ ponton athaladé hasonlé irdnyt
c'd' segédegyenest szemiigyre.

A hyperbola assymptotainak szerkesztésénél gondoljuk meg, hogy az adott koéroknek a kiilsé hasonldsagi ponton
athalado kiilsé érintéi oly egymaéassal parhuzamos Oa, O’a’ és OB, O’ egyenesparakra vezetnek, melyeknek a végte-
lenben levs metszéspontjai is az illeté mértani helyen fekiisznek. Vagyis: a hyperbola assymptotait az egyenesparakkal
pérhuzamosan meghuzhatjuk a kapszelet kézéppontjan at.

Megjegyezziik még, hogy ama korok kézéppontjai, melyek az adottak mindegyikét beliilrél érintik, az a Ab hyperbola
agon fekszenek ; az érintési pontok az agb és ahb koriveken vannak. Az a és b pontokon til az adott korok kozos terén
kiviil levé pontjai e hyperbola agnak a végtelenig oly korok kozéppontjai, melyek az adottakat az ac, ac’ és bB, b’
koriveken, de kiviilr6l érintik. A hyperbola méasik aga oly korok kézéppontjainak mértani helye, melyek az adottakat az
akf és a' B iveken, de kiviilrol, érintik. Ama korok, melyeknek kézéppontjai az ellipsisen vannak, mint mar emlitettiik,
az adottak egyikét kiviilr6l, masikat beliilrél érintik.

A meértani helyek a kordknek a és b kozds pontjain is atmennek. Az OaO’ szoget felezé egyenes a hyperboldnak
érintGje ; mig a (180° — OaQ’) sziget felezd egyenes ugyane pontban az ellipsist érinti. Kovetkezoleg: ha két confocalis
kupszelet kozos pontokkal bir (metszés esetében az egyik ellipsis, a mésik hyperbola), akkor egyméast derékszog alatt
metszik.

(b) 2. dbra. Az adott korok nem metszik egymdst és egymdson kivil vannak.

Ez esetben a két mértani hely mindegyike hyperbola. A kozds gyujtopontokra, assymptotakra és valos tengelyekre
tett megjegyzések itt is, valamint a még kovetkezo eseteknél is érvényesek. Itt valamennyi kor az adottakat kiviilrél
érinti, de a viszonyok masképpen alakulnak, mint az (a) esetben. Ugyanis az S kiils6 hasonlosagi pontnak megfelels
hyperbola assymptotai parhuzamosak O« és OB-hoz, AB a valos tengely. Az I B ag oly korok kozéppontjait (egy ilyen
pont az I kdzéppont) foglalja magaban, melyek az adottakat egészen koriilfogjék és az érintési pontok az ak( és a' f/3’
koriveken vannak. E hyperbola méasik aga pedig mértani helye ama korck koézéppontjainak, melyek az adott kordk
egyikét sem fogjék koriil és ket az ahf3 és a’g’ 3 koriveken érintik (egy ilyen pont a II. kdzéppont).



Az 8’ belss hasonlosagi pontnak megfelels hyperbola assymptotai parhuzamosak az O~y és Od-hoz (v és § az adott
korok kozds belsd érintdinek érintéspontjai), valos tengelye A'B’. AITIB’ agban talaljuk ama korok kozéppontjait
(egy ilyen a I11. pont), melyek a kozelebbi O kdzéppontt kort koriilfogjak, mig a tavolabbi O’ kozépponti kort nem
fogjak koriil; az érintési pontok e szerint a vkd és vk'gd, koriveken vannak. E hyperbola mésik dga pedig ama korok
kozéppontjainak képezi mértani helyét (pl. IV. pont), melyek a kizelebbi O kort koriilfogjak és a O kort nem fogjak
koriil; az érintési pontok a v’ 8’ és yhd koriveken vannak.

(c) 3. abra. Az adott kérok nem metszik egymdst (és egyik kor a mdsikon belil van. Ebben az esetben egyik
hasonlosagi pontbdl sem lehet a korokhoz érintSket szerkeszteni, tehat mind a két mértani hely ellipsis. Az S hasonlosagi
pont segitségével elgallithato ellipsis tengelyei AB és C'D. Ama korok, melyeknek kozéppontjait (ilyen az I pont) ez az
ellipsis tartalmazza, az O kdzéppontt kirt a homort, az O" kdzéppontit pedig a dombort oldalon érintik. Az érintési
viszonyok ugyanilyenek a méasik korrendszernél is.

4 4bra. 3 abra.

(d) 4. abra. Az adott korok gy érintkeznek, hogy egyik kér a mdsikon kivil marad. A kiils6 hasonlosagi pontnak
megfelel§ hyperbola egyik csucspontja a korok kozos érintési pontja. Ama korok kézéppontjai, melyek az adottakat az
aS’B és o’ S’ B’ korivek pontjaiban érintik, a 115" hyperbola agban vannak, e korok az adottakat nem fogjak koriil. A
hyperbola masik agaban pedig oly korok kézéppontjai vannak, melyek az adottakat koriilfogjak; az érintési pontok az
akf és a' fB' koriveken vannak. A mdsik mértani hely, az OO’ egyenes és a megfeleld kirék az adottakat a kézés B
pontban érintik. mert az O és O'-bol kiindulé megfelels sugarak ez esetben parhuzamosak egyméssal.

(e) 5. dbra. Az adott korék érintkeznek és egyik a mdsikon belil marad.

Az S hasonlésagi pontnak megfelels kupszelet az AB és CD tengelyekkel bir6 ellipsis. A mdsik mértani hely ismét
az OO’ egyenes.



