I. Coordinata rendszerek a sikban.
C) Sarkcoordindtdk.
Ha a sikban valamely O szilard pontot valasztunk, és az O pontbo6l tgynevezett OX félsugarat hizunk, akkor a
sik R pontjanak a helyzetét tudjuk, ha egyrészt az R pontnak O ponttél valé p tavolsdgat, masrészt pedig a szoget
ismerjiik, melyet az OR = p tavolsag az OX félsugarral alkot. (16. abra.)
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16. dbra

az OX félsugarat sarktengelynek, az O pontot sarknak; az OR = p tavolsagat radius vectornak és az a szoget
sarkszognek nevezziik. A radiusvector és a sarkszog alkotjak a pont sarkcoordindtdit.

A radius vectort csak absolut értékében szoktuk szamitédsha venni; a sarkszoget azonban, a sarktengelytdl szamitva
az 6ramutaté jarasaval ellenkez6 irAnyban positivnak, vele megegyez6 irAnyban pedig negativnak vessziik.

(Az abraban lathatoé R pontnak sarkszoge +; az Ry ponté —).

Az R pont sarkcoordinataibol konnyt szerrel megtalalhatjuk ugyanannak a pontnak a Cartesius-féle derékszo-
gl coordinatait és viszont. Ha ugyanis a sarkrendszert olvan derékszdgl rendszerrel hozzuk kapcsolatba, melynek
kezd6pontjat az O sarkpontban valasztjuk és melynek abscissa tengelye a sarktengelyt f6di, akkor az ROM A-bél
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vagyis
y=psina é x=pcosa, p==x\x?+y>

Ezen kapcsolatok alapjan szoktuk az egyenleteket transformalni.
D)Homogén coordindtdk.

Parallel coordinatakra vonatkozo egyenleteken gyakran lathatjuk, hogy ha egyes tagjaiban a benndk el6forduléd
valtozoknak (ismeretleneknek) hatvanykitevoit 6sszeadjuk, az Osszeg nem minden egyes tagban egyenld.

S6t azokban az egyenletekben olyan tagokat (v. tagot) is leliink, melyek a valtozokat éppenséggel nem tartalmazzak
(mas szoval, melyekben a valtozok az 0-adik hatvanyban fordulnak elg.)

Parallel coordinatakban tehat az egyenlet egyes tagjai rendszerint kiilonb6z6 méretiek. Az egyenletek heterogén
jellegtek. (Ilyen pl. az 22 + 9% — 2ax + a® — p? = 0; benne az els6 és a masodik tag kétmérett, a harmadik egymeérett,
a negyedik és az 6t6dik absolut tagok.)

Homogén coordinatakban az egyenletek mas szerkezettiek. Az egyenletek homogének. Homogénnek azt az egyenletet
nevezziik, melynek minden egyes tagjaban a valtozok hatvanykitev6inek 6sszege egyenls. Homogén egyenletnek nincsen
absolut tagja. Homogén pl. ax%+2bx1x2+2ca@1x3 +dx§+2ex2:103+fx§ = (0 egyenlet. Benne minden egyes tag kétméretd.

A homogén coordinataknak ez nagy elényt biztosit, mert a homogén egyenletek altalanosabb jellegi tételek leve-
zetésére alkalmasabbak.

Az a koriilmény, hogy barmely nem homogén egyenletet egyszerd transformatiok alapjan homogénné lehet tenni,
tajékoztatast nyudjt egyrészt a parallel és a homogén coordinatak kozti Osszefiiggésrdl, masrészt megjeloli az utat,
melyen haladnunk kell, ha egyik rendszerr6l a méasikra 4t akarunk térni. A tudésok kimutattak, hogy a két rendszer
kozott lévs kapesolat annyira szoros, hogy a parallel coordinatak a homogéneknek tulajdonképpen csak speczilis esetét
képezik.

A homogén coordinatédkban is megkiilonboztetiink pont- és vonalcoordindtdkat.

Homogén pontcoordindtak és homogén vonalcoordinatdk kozott ugyanaz a kiilonbség, de ugyanaz az Osszefiiggés
is van, mint a koézonséges pont- és vonalcoordinatak kozott.

A szoros kapcsolat az elemek dualitéasa.

A rendszerek tényleges bemutatasa el6tt most mindenek el6tt pillantést kellene vetni az eszmék ama egyszerd
de szép és érdekes menetére, mely a homogén coordinatak folépitésére vezetett. Mind a mellett mellzhetem a jelen



esetben a részletesebb bevezets magyarazatokat, mert Arany Ddniel ugyan e helyen (a III. évf. 3. és 4. szamaban) "a
hely meghatdrozdsrol a sikban" cz. a. kozolt két czikkében a homogén coordinata rendszerek lényegét ismertette. Midén
tehat ama két czikkre valo hivatkozassal csak a rendszerek bemutatéasara szoritkozom, f6lhivom a targy irdnt érdeklédsk
figvelmét dr. W. Fiedler "Die darstellende Geometrie” czimi jeles munkajanak III. kotetére. "Die construirende und
analytische Geometrie der Lage”. E jeles md a homogén (projectiv) coordinata rendszerek szirmaztatasanak egész
menetérsl minden tekintetben alapos tutbaigazitast ad.

1. A pont homogén coordinitai. (Homogén pontcoordinaték.)

Ha a sikban valamely A; As As szilard coordindta haromszoget valasztunk, akkor a sik Gsszes pontjait a haromszog
harom oldaladhoz viszonyithatjuk. (17. abra.)

17. dbra

A pont coordinétai alatt ugyanis a pontnak a haromszog oldalaitél mért merdleges tévolsagait értjik.

Az Ay A3, A3A; és A As oldalak a rendszer tengelyei.

Jeloljiik a T pontnak a tengelyektsl vald tavolsagait rendre z1-gyel, x2-vel és x3-mal; akkor x1x9 és x3 értékeket a
pont trimetrikus (homogén) coordindtdinak nevezzik.

Ha a haromszog oldalait a csucsokon tul meghosszabbitjuk, a harom egyenes (tengely) az egész sikot hét részre
osztja. Ha a T pont nem pontja a tengelyeknek, akkor bizonyara a hét sikrész egyikében fekszik. Erre val6 tekintet-
tel nem elegendd, ha a harom coordinatdnak csak absolut értékét ismerjiik, hanem a pont teljes meghatarozasanak
czéljabol a coordinatakat elGjellel latjuk el.

Nevezetesen:

ha a T pont és az Ay csics az As A3 tengely ugyanazon oldalan van, akkor z; positiv,

ha a T pont és az As csics az AsA; tengely ugyanazon oldalan van, akkor zo positiv,

ha a T pont és az As csics az A; A, tengely ugyanazon oldalan van, akkor zs positiv.

Ellenkez6 esetben a coordinatdk negativ elGjeliiek.

(A 17. abraban xs és x3 positiv, ellenben x; negativ. Ha a T' pont a coordinata haromszogon beliil fekiidnék, akkor
mind a harom coordinétaja positiv volna.)

Ha a haromszog oldalait gi-gyel, go-vel, gs-mal; nemkiilénben a haromszog kétszeres teriiletét A-val jeloljiik, akkor
a coordinatak kozti Osszefliggést a gix1 + gox2 + gzzs = A egyenlet fejezi ki.

(Ennek az egyenletnek a helyességérsl konny( szerrel meggyézédhetiink. Lasd a 17. dbrat.)

Ha az A; As A3 haromszog harom csicséanak a coordinaléit hi-gyel, ho-vel és hs-mal jeloljik, nemkiilénben figye-
lembe vessziik, hogy g1h1 = A\;  goha = A, gshs = A vagyis

g1 g 1 g3 _ 1

A"l A hy A hy
ekkor a fonti egyenletet igy irhatjuk :
i P2 Ty
hy  he  hs '
Ezért batran mondhatjuk, hogy az z;, xo és x3 szdmokat csak akkor tekinthetjiik a 7' pont homogén coordinatainak,

ha az
X o T3 1

hi " hy gy
linearis egyenletnek eleget tesznek.

Az abra szemlélésébdl kozvetetleniil meggy6zédhetiink, hogy a haromszog harom csticsanak a coordinatai a kovet-
kez6k

Az Ay csucsé: x1=h1; x2=0; x3 =0,
" Ay " r1=0; @a=hy x3=0,
" Ag " xr1 = 0, Xro = O, T3 = h,g.



A coordinatak értékei szempontjabol érdekesek a haromszog ugynevezett "fGpontjai". Azok koziil a haromszdgbe
irhat6 (p sugara) kor kozéppontjanak coordinatai:

T1 = p1; T2 = P25 T3 = P3.
A héaromszog sulypontjanak coordinétai :
hy ha hs

—1:— = — = —.
x 37 Z2 37 T3 3

1 Xy X
Az h_l + h_2 + ?3 = 1 egyenletet érdekessé teszi az a koriilmény, hogy vele az 1, x2, x3 coordinatakra vonatkozd nem
1 2

homogén egyenleteket homogénné lehet tenni.
2. Az egyenes vonal homogén coordinitai. (Homogén vonalcoordinatak.)

Ha a coordinata-haromszo6g harom cstcsabdl a ¢ egyenesre mer6legest ejtiink, tovabba a sikban tetszés szerint
valamely C pontot valasztunk, belGle is a t egyenesre merélegest ejtiink, és ha a csticspontokbol ejtett merslegeseknek
mértékszamait egyenkint a C' pontbodl ejtett merslegesnek mértékszamaval elosztjuk, akkor a hirom hanyadost az
egyenes vonal hdrom homogén coordindtdjinak tekinthetjiik.

18. dbra
Ha az A; pont tavolsagat t-t6l ri-gyel jeloljiik,
" A2 " " n ,',.2_Vel n
" A3 " " n ,',.3_ma1 n
akkor a t egyenes vonal trimetrikus homogén coordinatai:

1 T2 T3
= U1 o =U2; - = Ug.
T T T

Itt is tekintetbe veszsziik az elGjelet. Nevezetesen:

ui-et positivnak vesszik ha A; é C a tegyenes wugyanazon oldalan fekszik,
u2_t " n " A2 n C n n n n n
u3_t " n " A3 n C n n n n n
ellenkezd esetben a coordinatak negativ elGjeldek.
(A 18. dbraban wu; és us positiv; us negativ. Ha a t egyenes nem metszi a coordinata haromszoget és a C' pontot a
haromszogon beliil valasztjuk, akkor mind a harom coordinata positiv.)
Jeloljiik a C pont coordinatait (tavolsigait a hdromszog oldalaitol, tehat pontcoordinalait) pi-gyel, pa-vel, ps-mal,
akkor a coordinata haromszog harom oldaldnak coordinatéi:

h =h
Ay Az oldale wup; = —1; ug = 0; uz = 0;  mert " !
P1 r=p

h =
AzAy , w =0; us=-2; wuz=0; mert {2 ha
P2 T =p2

h =
A Ay " up = 0; ug =0; ug= —3; mert rs = hg
p3 r=p3

A kiilonb6z6 helyzeti és iranyu egyeneseknek a coordinatai rendszerint kiilonboz6 értékiek.
Azonban, ha két vagy tobb egyenesnek egy kozos coordindtaja van, ez annak a jele, hogy az egyeneseknek kozos
pontjuk van. Ha pl. a t1, to, t3, ... egyenesek coordinatai koziil u; kozos értékd, akkor a T' pont rajta van az A; és

C pontokat 0sszekots egyenesen és az A;C tavolsdgot az = twu; viszonyban osztja.

Ha a T pont az A;C tavolsagon belill fekszik, akkor a coordinata — elGjeld (19. abra).



Az els6 esetben az A;-bél és a C-bél az egyenesekre ejtett merdlegeseknek talppontjai olyan korokon fekiisznek,
melyek T-ben kiviilrél érintkeznek. A mésodik esetben a kérok — a talppontok geometriai helyei — beliilrél érintkeznek.)
Ha a ty, to, t3, ... egyeneseknek coordinatai koziil ue k6z0s, akkor T metszépontjuk az AsC egyenesen van. A

kozos coordinata viszonyszama —— = Fus.

cT
AsT
Ha végre ug kozos, akkor a T rajta van az A3C egyenesen. A viszonyszam 250 = fug.

Az esetek barmelyikében a t1, to, t3, ... egyenesek a T pontot beburkoljak. (Enveloppjai a kozos metsz6 pont-
juknak.)
Megjegyezhetjiik még, hogy mindazoknak az egyeneseknek, melyek a szilard C' ponton athaladnak, coordinatai:

up = oo, us ==+00, u3= Foo.

Ha a homogén vonalcoordinata-rendszerben is a haromszog kétszeres teriiletét A-val jeloljiik, akkor valamely egye-
nes vonal harom homogén coordinatéjat a kovetkezs egyenlettel kapcsolhatjuk Gssze:

g1p1u1 + gapaus + g3paus = A.

1
Tekintettel arra, hogy g1h1 = A\, gaho = /A, sth. vagyis Q_A1 =7 stb. az egyenletet igy is irhatjuk:
1

P1 P2 P3
—u; + —us+ —uz =1
hi ' hy 2 hg C
és mondhatjuk, hogy az u;, us, us szdmok csak abban az esetben homogén coordinatéai valamely ¢ egyenesnek, ha
ennek a lineéris egyenletnek eleget tesznek.
Kiilonos jelent&séget nyer ez az egyenlet azzal, hogy vele az u;, ug2, us vonalcoordinatakra vonatkoztatott barming
fokd nem homogén egyenleteket homogénekké lehet atalakitani.

*

A homogén pont- és vonalcoordinatak kolesonos Gsszefiiggésérsl nytjtson némi fogalmat a kovetkez6k parhuzamba
allitasa.



Azt a foltételt, hogy valamely T pont, valamely ¢ egyenesen van, vagy megforditva valamely ¢ egyenes valamely T
ponton athalad, a kovetkezs egyenlet fejezi ki:

1 1
h—lulxl + h—2u2x2 + h—3U3£E3 =0.

Ennek az egyenletnek kett&s jelent&sége van. JelentSsége van gy pontcoordinatdkban, mint vonalcoordinatakban.
Ugyanis:

Ha benne a t egyenes coordinatait ismerjiik,
akkor az egyenletet igy irhatjuk:

at U2 us3

- = = =0
<h1)$1+<h2>z2+<h3)$3 ’
vagy rovidebben:

a1x1 + asxs + azrz = 0.
Ez a homogén vonalas egyenlet homogén

pontcoordinatakban az egyenes vonalnak az egyenlete.

*
Homogén pontcoordinatidkban a masodrendi
gorbéknek az egyenlete:
a1173 4 2a1221 T2 + 20137179 + agers+
+2a93r013 + CL33{E§ = 0.

Ha benne a T" pont coordinatait ismerjiik,
akkor az egyenletet igy irhatjuk:

N I R
vagyis rovidebben:
airuy + asus + azuz = 0.
Ez a homogén vonalas egyenlet homogén
vonalcoordinatdkban az egyenes pontnak az egyenlete.
*
Homogén vonalcoordinatdkban a masodosztalyd
gorbéknek az egyenlete:
auuf + 2a10uius + 2a13uiug + CLQQU%‘F
+2a90usus + a33u§ = 0.



