) AZ ALGEBRAI EGESZ FUGGVENYEKROL
ES AZ ELEMI UTON MEGFEJTHETO MAXIMUM-MINIMUM
FELADATOKROL. (VI).

28. Kivételes eset. Alaptételiink levezetésénél (24. pont) foltételestiik azt, hogy az dllandé Gsszegd két vdltozo
tényleg egyenlévé valhatik. Ugyanis ekkor all el§ az ry maximAlis értéke a

dry = (x+y)?— (x—y)°

kifejezésben.

Lehetnek azonban esetek — és nem is igen ritkdn — melyekben a valtozok oly korlatozasoknak vannak alavetve, hogy
nem valhatnak egyenlkké. Ily esetekben tételiink ilyként médositando:

Ha két vdltozo mennyiség dsszege dllando, de a vdltozok egyenldkké nem vdlhatnak, akkor szorzatuk abban az esetben
éri nazimumdt, a mely esetben kilémbségiik négyzete minimumdt €ri.

A tétel még ezzel toldhatd meg: a vdltozok szorzata akkor éri minimumdt, a mikor kilémbségik négyzete maximumdt
éri.

Példaképpen a

(sinx + 2)(7 —sinz)

szorzat eminens értékeinek vizsgalatat adjuk, bar itt nem algebrai fiiggvényrosl van szé. A véaltozo tényezbk Osszege 9,
tehat allando, de a tényezsk egyenl6kké nem valhatnak, mert

sint+2=7-sinx
arra vezetne, hogy
. 5
sinx = -,
2

a mi pedig lehetetlen.
Ennélfogva keressiik, hogy a valtozok kiilombségének négyzetét

(2sinz — 5)*

z-nek mely értéke alakitja minimalissa? A minimum sinz = +1 esetében all el6. Az adott szorzat maximalis értéke
18.

A (2sinz — 5)% maximumanak az adott szorzat minimuma felel meg. A maximum sinz-nek legkisebb negativ
értékére nézve all be, tehat sinx = —1 esetében. Az adott szorzatnak minimaélis értéke 8.

29. A tétel megforditisa. Ha két positiv vdltozé mennyiség szorzata dllando, a vdltozok dsszege akkor minimdlis,
ha a tényezdk egyenldk, foltéve, hogy egyenldkké vdlhatnak.
Nevezziik a tényezGk szorzatdnak allando értékét p-nek

dry = (x+y)? - (x—y)°

identitas alapjan
dp+(z—y)* = (z+y)°.

Ebbdl kovetkezik, hogy (z + y)?, tehat = + y is akkor éri minimumat, a mikor (z — y)? = 0, tehat z = y.
Feltételinket még mas modon is igazolhatjuk. Legyen m a minimélis 6sszeg értéke. Akkor

r+y=m

Ty =p
alapjan folallithatjuk azt a vegyes 2-foku egyenletet, melynek gyokei z és y.

2> —mz+p=0

mE\/m2—p
—

A gyo6koknek positiv szamoknak kell lenniok; ennek sziikséges és elégséges foltétele az, hogy

Tr =

m2_p207

mas szoval

3
1%
b



Minthogy m?-nek minimalis értéke p, ennélfogva
m=./p

s igy

m

ol

30. A tétel dltaldnositisa 2-nél tobb valtozo esetére. Tobb positiv vdltozo mennyiség dsszege dllando lévén, szorzatuk
akkor éri maximumdt, ha a tényezdk egyenldkké vdlnak, foltéve, hogy egyenldkké valhatnak.

r+y+z+u+...=a.

Ha a valtozoék nem volnanak egyenléek, akkor allandé Gsszegiik megvéltoztatasa nélkiil koziilok barmely kettd pl. x és
y illet6legesen

r+y
2
értékkel helyettesihetd.
Minthogy
T+y o +y > 2
2 2 Y
kovetkezésképpen
rt+y xT+y

2 2
Ezt az okoskodast mindaddig folytathatjuk, mig végre az 6sszes tényezdk egyenl6kkeé valtak. Ebben az esetben a szorzat

minden tényezGje
rT+y+z+...+1

n

értékd lesz, és altaldban

n

AN
xyz...t<<x+y+z+ + )

Altalanositsuk a meértani kdzéparanyos fogalmat olyként, hogy n szami mennyiség mértani kdzéparanyosa alatt szor-
zatuk n-dik gyokeét értjiik. Ha egyenlGtlenségiink mindkét oldalaboél n-dik gydkdt vonunk, akkor

TH+y+z+...+¢
n

Vryz...t <

egy ismert tétel altalanositdsaként azt fejezi ki, hogy: n szdamiu mennyiség mértani kozéparinyosa kisebb szdmtani
kézépardnyosdndl.

31. Negativ tényezdk esete. Tételiink paros szamu negativ tényezé esetében is érvényes marad.
Ugyanis a valtozok p szorzata positiv és az

Tty Tty
2 2

>y

egyenl6tlenséghol
r+y T+y

2 2

cZ . t>p

kovetkezik s 1. t
Ellenben, ha a negativ tényezok paratlan szamuak, akkor az

rT+y Tty
2 2

>y

egyenl6tlenség az

r+y oz +vy .
2 2
egyenl6tlenséget vonja maga utan, s ekkor a tényezék egyenlésége esetében a szorzat minimdalis érlékéhez jutunk.

z ...t<p

32. Az dltalanositott tétel megforditisa. Ha tobb positiv vdltozé mennyiség szorzata dllandd, a vdltozok osszege
akkor minimdlis, ha a tényezdk egyenldk, foltéve, hogy egyenldkké valhatnak.

Legyen zyz... t = const. Ha a valtozok nem egyenl6k, akkor 6sszegiik kisebbithets, a nélkiil, hogy szorzatuk
megvaltoznék; mert ha pl.  nem egyenls y-nal (jele: x # y), akkor a szorzatban ezen valtozokat geometriai kozépara-
nyosukkal helyettesithetjiik és

ey - yJry <x+1y-z ...t = const.



ugyanazt mondja, mint a megel6z6 egyenléség. De

VIy tyry <x+y

s ennélfogva
Veyt+Jry+z+ oot <xt+y+z+.008

s igy a valtozok Osszege akkor lesz minimalis, ha a szorzat tényez6i egyenl&ek.
A modszer a kovetkezo két feladatra alkalmazhato:

922. Az R sugaru gombbe irt derékszogi egyenkozlapok koziil melyiknek térfogata maximalis?

923. Az egyenld térfogatu egyenkozlapok koziil melyiknek felszine legkisebb?



