16. Parameteres mddszer. E modszer abban &ll, hogy az
az® +br +c

fiiggvényt m-mel tesszilkk egyenlévé, hol m alatt parametert fogunk érteni, vagyis oly szamot, melynek értékét a
kovetelményekhez képest tetszés szerint megallapithatjuk. Az az® + bz + ¢ —m = 0 egyenletbdl :

—b=+ Vb2 — 4dac+ dam
T = .
2a

A fiiggetlen valtozoé reélis értékeire szoritkozvan, kell, hogy
b — 4ac+ 4am = 0

vagyis positiv legyen. Innét
dam = dac — b2.
Foltéve, hogy a positiv, akkor
4ac — b?
4a

3
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4
s a vizsgalt fiiggvény a GCT értéknél kisebb értéket nem vehet {6l s igy ez lesz a fiiggvény minimalis értéke. Ha
a
pedig az a negativ, akkor
dac — b?
4a

m =

2

4ac
s a vizsgalt fiiggvény a ———— értéknél nagyobb értéket nem vehet fol, tehét ez a fiiggvény maximalis értéke.

a
Helyettesitsiik z-nek kifejezésébe m-nek ezen hatarértéket, akkor a gyokjel alatti mennyiség zérussa valvan, az

eminens érték bealltaval .

%7

mint azt mar elsé modszeriink alapjan tudjuk.

E moédszer, melynek neve parameteres mddszer, minden oly esetben alkalmazhaté, a melyekben az el6allé egyenlet
altalanossagban megoldhato. A fliggvény eminens értékeit kdzvetleniil megadja ugyan, de a felsl, hogy a fiiggvény
miként valtozik, mig a fliggetlen valtoz6 végig halad a redlis szdmok soran, felvilagositast nem nyujt. Hogy implicit
egész fliggvények vizsgalatara mennyiben alkalmas, a kdvetkezs példa fogja megmutatni:

17. Mely hatdrok kézt vdltozik a
622 —8xy+ 2y  +4x —5y+2=0

egyenletben az y, mialatt az x a redlis szaimok tengelyén halad végig?
622 —2x(dy —2) + 24> =5y +2=0

dy — 24+ \/4y? + 14y — 8
€r =
6

Hogy x reédlis értéki legyen, annak feltétele ez:
4% + 14y — 8 > 0.

A korabbiakbol tudjuk, hogy a masodfoku egész fliggvény abban az esetben, a mikor az a egylitthato positiv, a
gyokei kozt fekvs intervallumban negativ értékd, kiillonben pedig mindig positiv. A

4y? 4+ 14y — 8 =0

egyenletnek gyokei
1
=35 ¥2= —4

s igy, ha x a —o0 ... + oo intervallumban valtozik, akkor y értékei a

és

intervallumokon haladnak végig.



Az adott két ismeretlenes masodfoku egyenlet egy kupszelet egyenlete; e kiupszeletnek egy az z-tengelyre merdleges
helyzetd szaron beliil pontjai nincsenek, ellenben ett6l a szartél két oldalt a végtelenig kiterjed; a kupszelet tehét
hyperbola.

— —b
18. Vizsgdljuk meg az (z—a)z—b) fiigguény eminens értékeit.
— —b
(c-a)e-b) _
x

> —x=(a+b+m)+ab=0

_a+b+mE/(a+b+m)?—4ab
= 5 ,

A valos értékek foltétele
(a-+b+m)? —4ab = 0.

Ezt kifejtve
m?+2(a+bym+(a—>b*=0

szarmazik. A baloldali trinom gyokei:
mi = —(a+b) + 2Vab

me = —(a+b) — 2vVab

A minimum z = Vab esetében, a maximum x = —Vab esetében all eld.

19. A parameteres modszer alkalmas az
_ ar® +bx +c

 ax?+ Br+y
tortfliggvény értékvaltozasainak megvizsgalasara is. E feladat megoldasaval kiilonben mar egy, e lapok I. kitetében
megjelent értekezés is foglalkozott (1. évf. 35. lap).

20. A 2s keriiletd derékszogi hdromszogek kozil melyiknek terilete a legnagyobb?

A haromszog oldalai legyenek : x, y, z. Az utols6 az atfogd.
T+y+z2=2s

zy = 2m?>
2?4 y? = 22
a feladat meghatarozasara szolgalo egyenletek.
r+y=2s—z
felhasznalasaval:
22+ y? 4+ 20y =4s — 4s - z 4 22

s ha ebbdl a 3. egyenletet levonjuk, akkor
2ry = 4s> —4s - 2

Ennélfogva
4m? =4s* —4s- 2
honnét
52 —m?
z =

s
Helyettesitsiik ezt az értéket az 1. egyenletbe, akkor

52 —m? 52 +m?

r+y=28s—2=2s5— S = S

Ismervén zy-t és (x + y)-t, felallithatjuk azt a 2. foku egyenletet, melynek = és y a gyokei; ez pedig

2 2
§2_ﬂ.§+2m2:0



s +m? £ /(52 + m2)2 — 8s2m2

&= 2s

82 +m? £ \/(52 +m2 4+ 2smv/2)(s2 + m?2 — 2sm/2)
§= 5 :
S
Foltéve méar most, hogy a 2s keriilet allando, kereshetjilk azt, hogy az m? teriilet mely hatarok kozt valtozhat.
Mindenekel6tt

kell, hogy positiv legyen, minek foltétele
2

s2—m?>0
s minthogy gy az s, mint az m lényegesen positiv mennyiségek, ennélfogva

s >Mm.

Tovabba x és y szaméara csakis redlis, s6t csakis positiv értékeket fogadhatunk el. Vegyes masodfokd egyenletiink
jelvaltozasaibol kovetkezik, hogy ha az egyenletnek gyokei realisok, akkor azok positivok is. Az utébbi sziikebb kort
foltétel tehat a realitas tagabb kord foltételében benne foglaltatvan, elégséges, ha

(s 4+ m? 4+ 2smv/2)(s? + m? — 2smV/2 2 0.

A baloldali szorzatnak elsé tényezGje mindig positiv 1évén, a vizsgalatot csupan a méasodik tényezére kell kiterjeszte-
niink, s igy foltételi egyenlétlenségiink
s>+ m? —2smv/2) 2 0

alakban ifrhato fol.
Minthogy m?-nek egyiitthat6ja positiv, azért m az

m? —2smv2+ 52 =0
egyenlet gyokeitdl meghatarozott intervallumon kiviil minden értéket folvehet. Az egyenlet gyokei :
my = s(vV2+1)
my = 5(\/5 -1).

Az m; gyok minimumra vezetne; de az s > m foltétel tekintetbe vétele mellett mind az m, értéket, mind pedig az
m1-nél nagyobb értékeket ki kell zarnunk, mert foltételiinknek nem tesznek eleget.

Az mg gyOk, mely a teriilet maximumanak felel meg, eleget tesz az s > m foltételnek, s ezt minden az mo-nél
kisebb érték is kielégiti. A maximum esetében

m? = s2(V2 —1)?
=533 —2V2).

Erre a hatarértékre nézve a € kifejezésében szerepls gyokjel alatti mennyiség eltiinik, s igy az egyenletnek egyenls gyokei
vannak. De ezek a gyokok z-et és y-t, a haromszog befogoit adjak, s igy az dllando keriiletd derékszogd hdromszdgek
kézott a derékszogi egyenldszard hdromszognek legnagyobb a terilete. Minthogy

r=1y=s(2-V2)
tehat

z=25(v/2—-1).

21. Az adott teriletd derékszogd hdaromszogek kiozil melyiknek kerilete a legkisebb?
Ugyanis csupan azt kell megallapitanunk, hogy s-nek mely értékeire nézve all
2 —2smV2+m? = 0.
Minthogy s*-nek egyiitthatoja positiv, ismét csak az

52—2sm\/§+m220



masodfoki egyenlet gyokeitsl hatarozott intervallumon kiviil es§ értékekre szoritkozhatunk. Az egyenlet gyokei :
s1=m(V2+1)
S2 = Tn(\/5 - 1)5

melyek koziil az els6 a minimum, a masodik a maximum esetét adja. A maximum esete nem felelvén meg az s > m
foltételnek, nemcsak maga, de a néla nagyobb értékek mindegyike is kizarandé. Igy tehat egyediil a minimum esete all
fenn, s a keriilet ebben az esetben

=m(V2+1).

A gyokzendd eltiinésébdl a gyokok egyenlGsége kovetkezvén, kimondhatjuk, hogy az egyenld teriletd derékszégid hd-
romszégek kozt az egyenldszari derékszégi hdromszdégnek kerilete a legkisebb.

22. Steiner-féle megfejtés. Az egyenld keriletd derékszogiu négyszigek kozott a négyzetnek terilete a legnagyobb.

E feladat megfejtését Jacob Steiner (1796-1863) nyoman adjuk (Steiner-Schroter: Theorie der Kegelschnitte p.
41.). E modszer egyrészt azt igazolja, hogy nem mindig az altalanos modszer a legegyszertibb, hanem sok feladatnal
kiilonos médszer alkalmazhatoé elényosen, mésrészt meg azt, hogy az analysis mellett a geometria is megallja helyét a
maga modszereivel.

Legyen AB az allando keriiletnek fele, tehat a két szomszédos oldalnak Gsszege. M az AB-nek kézepe; AM PQ
az AM oldal f6lott alakitott négyzet. Kossiik 6ssze B-t a P-vel, s allitsunk ennek az egyenesnek egy tetszésszerinti
P’ pontjabol AB-re mer6legeset, P'M'-t. Hazzuk P'Q’-t az AB-vel parhuzamosan, s keressiik fol a PQ és P'M’
egyenesnek S metszéspontjat.

s 2P
PR 0
B N H A

Az AM'PQ’ derékszogl négyszog oldalainak nyilvan ugyanakkora az Osszege, mint az AM P(Q négyzet esetében.
Teriilet MM'SP = PQQ'R, mert egybevagok; tehat teriilet MM'P'R < PQQ'R s igy teriilet AM'P'Q" < AMPQ);
tehat tényleg a négyzet a legnagyobb teriiletd négyszog az egyenld keriiletiek kozott.

A paraméteres modszer alkalmazhato a kovetkez6 feladatokras:

876. Vizsgaljuk meg az adott kor koriil irt egyenlGszara trapéz teriiletének valtozasait, s allapitsuk meg az eminens
értékd teriilet esetét.

877. Adott derékszogii négyszog koril irjunk minimalis teriilett egyenlGszari haromszoget.

878. Az ABC D négyzetnek meghosszabbitott C' D oldalan keressiik fol azt az M pontot, melyre nézve az M A : M B
ardnynak értéke maximalis.

879. Az Oz, Oy tengelyek egymasra merdGlegesek. Oy-on fekszik a C pont, Oz-en az M és B pontok. Hatarozzuk
MA-MB .

meg Ozx-en az M pontnak helyzetét olyképen, hogy ————— eminens értéket vegyen fol. (Specialis eset: oc’ =

C

OA-OB).



