6. A figguény értékének vdltozdsa. Fliggvényiink egyértékd 1évén, a fliggetlen valtozé minden értékéhez a fiiggd
valtozonak egy és csakis egy értéke tartozik. E két Osszetartozé szamérték a fliggvény egy értékrendszere. Masrészt a
fiiggvény folytonos lévén, az egyik értékrendszerr6l a masikra valé atmenetel kozben megszakitas sehol sincs. Ha tehat
a derékszogi coordinatak segitségével a fliggvénynek egymésra kovetkezs értékrendszereit, mint a siknak pontjait
abrazoljuk, akkor a fiiggetlen valtozo értékeit, mint abscissdkat, a hozzajuk tartozéd fiiggd valtozo értékeket, mint
ordinatakat tekintjiik, s megszerkesztjiik a fliggvényhez tartozo gorbe vonalat.

7. A 2-o0d foku algebrai egész fiigguény dbrdzoldsa. Foltételezziik azt, hogy az
y=ar®+br+c

fiiggvénynek a egyiitthatoja positiv.
Targyaldsunk most mar az
ar’ +br4+c=0

vegyes masodfoki egyenlet gyokeinek természete szerint 3 eshet&séggel all szemben.

I. Az egyenletnek gyokei 2’ és " valosak, s egymastol kiilombozéek. Ennek foltétele az, hogy a discriminans:
b% — dac > 0, vagyis positiv.

Az egyenlet tobbtaguijat a gydktényezskkel fejezziik ki:

(1) y=az’+br+c=alx—2)(x—2a").

Masrészt az ismeretes atalakitasok utan :

(2) y:a{<x+%>2—bzﬁ‘;ac}

kozvetleniil vilagos, hogy = —oo esetében (2) alapjan y = +oo.
Minthogy a discriminans foltétel szerint positiv, ennélfogva (2)-ben a kivonand6 szintén positiv szam. Addig, mig
x a —oo-t6l kiindulva a negativ szamsor mentén novekszik, a kisebbitendének értéke is novekszik.

x = 0 esetében y = c.

Addig mig x a positiv szamsor mentén novekszik, (2)-ben a kisebbitendé mindinkabb nagyobbodvan, y-nak értéke is
novekeddleg halad, s ¢ = 400 esetében ismét y = 400 lesz.
Az eddigiek még nem mytjtanak tiszta képet. De tekintsiik most az 2/, 2" gyokoket. Tudjuk, hogy

z = 2’ esetében y = 0

x = 2’ esetében y = 0

tehat a fiiggvény értéke kétszer veszi fol a zérus értéket. Foltéve, hogy z” < 2/, akkor a—oo-t6l kezdddéleg névekeds
fiiggetlen valtozo mellett a fiiggvény értéke elGszor o = a2’/ esetében, masodszor x = 2’ esetében vélik zérussa. Ha a
fiiggvény folytonos, akkor ezen két érték kozott negativva kell valnia, még pedig oly médon, hogy z”-t61 kezdve értéke
fogy, majd z-nek egy bizonyos értékétsl kezdve ismét novekszik, hogy méasodszor atmehessen a O-on. Lassunk egy
példat.

y=a%—8x+12

-ty -2

y=(z—4)*—4.

a megel6z6k szerint igy irhaté fol:

A fliggvény értékvaltozasait az xz-nek x = —oo-t6l © = 4o00-ig vald valtozasa kozben csak a legjellemzibb esetekre
vonatkozolag szamitvan, a kovetkezs tablazatot allithatjuk Gssze :

A fliggvényt abrazold gorbét ebbdl a 7 pontbol megrajzolhatjuk.



A rajznak kettSs elénye van : 1. megtekintése a fliggvény valtozasarol tisztabb képet nytjt mint a milyent akirmi-
lyen, még oly részletességgel kidolgozott értékrendszer- tablazat nyijthatna; 2. a gorbe vonalban a paraboldra ismeriink.

Az © = 4, y = —4 értékrendszer a parabola tet6pontjat adja meg. A fliggvény az x = 2...6 intervallum mentén
negativ értéket vesz fel. Az z = —o0...4 intervallumban a fiiggvény értéke fogy, az x = 4 ...+ oo intervallumban pedig
ismét novekedik. A fogyas és novekedés kozos hatéra a parabola tetGpontja; itt veszi 6l a fliggvény a lehets legkisebb
értéket. Mikor a fliggvény fogyasbol névekedésbe megy at, akkor azt mondjuk rola, hogy minimumdt éri.

Visszatérve az altalanos eset targyalasara, kérdés, z-nek mely értékére nézve veszi f6l y e minimalis értéket? A (2)
alaknak puszta megtekintésébdl lathatjuk, hogy a kiillombség alakjaban kifejezett y értéke akkor valik minimalissé, ha

a kisebbitenddje
b\ 2
—\) =0
(z) =0

tehét ha
b
=50
Ennék az értéknek megfelelSleg
B b? — dac
Y=g

II. Az egyenletnek gyokei valosak és egymas kozt egyenlSk. Ennek foltétele az, hogy

b% — 4ac = 0.

b 2
y_a<a:+%>

alakot olti, s a fliggvénynek egyaltaldban nincsenek negativ értékei. A minimum esete ismét

Ebben az esetben

_b
2a

mellett all be, melyhez az y = 0 érték tartozik. Példaul legyen
y=9z% — 6z +1

akkor
y= 3z — 1)2

alakban allithato els. A legjellemzGbb értékrendszerek tablazata most:

|~ |o]5]5]
X -00 313 +00
y|foo 10 [ 1] +o0

III. Az egyenletnek gyokei képzetesek. Ennek foltétele az, hogy b* — 4ac < 0, vagyis a discriminans negativ.

Az )
. x_i _b2—4ac
vy= 2a 4a?



alak most azt mutatja, hogy a fliggvény a fiiggetlen valtozénak minden értékére nézve positiv értéket vesz fol. A
minimum akkor all be, ha ez az els6 tag eltiinik, tehat

po b
T 24
Peldaul:
y = 4z — 5z + 3,
mibdgl

IV AR
y= 8 16

8. Ha a negativ. Ebben az esetben a fliggetlen valtozéonak az abscissa tengely mentén valé novekedése kézben a
fiiggs valtozo ugyanazon az értéksorozaton halad at, mint a melyen positiv a esetében, csakhogy mindvégig ellenkezs
elGjellel.

b —b? b
Ha tehat z a —oo-té6l —2——ig novekszik, e kdzben y is —oo-t6l Zi—ig novekszik; z-nek —2——t()1 +00-ig nove-
a a a
dac — b? b
kedése kozben pedig y a GCT—t()l —oo-ig csokkenik. A fiiggvény az x = ~oa értékre nézve maximumat éri.
a a
Az az® +bx+c = 0 egyenlet gyokeinek természete szerint ismét 3 eset lehetséges, a szerint, a mint a két gyck valos;
(ply = —2% + 4z — 3); a gyokok egyenléek (pl. y = —x? 4 4o — 4) és a gyokok képzetesek (pl. y = —2? + 6z — 17).

9. Végeredmények. A megel6zbket egybevetve, a kovetkezs tételt nyerjiik:
Az y = ax® + bz + ¢ figguény a kézben, mig a figgetlen vdltozé —oo-t6l +00-ig halad, positiv a esetében +oo-t6l

dac
kezdve a minimadlis 1 értékig csokkendleg, innét kezdve +o00-ig novekeddleg halad; negativ a esetében —oo-tdl
a

4
magimdlis —~ 2 értékig novekeddleg, innét kezdve —oo-ig csékkendleg halad.

Ha a fiiggvény maximaélis vagy minimalis értékeit, (melyek csakis kiilon-kiilon léphetnek fol) egy szoval eminens-
értékeknek nevezziik, akkor a fontebbi tételt még igy is kifejezhetjiik:
Az y = ax® + bz + ¢ fiigguény a figgetlen vdltozonak —— értéke esetében eminens értékiivé vdlik, és pedig mazi-
a
mumdt, iletdleg minimumdt éri, a szerint, amint az a egyitthato negativ, illetdleg positiv.
A fiiggvénnyel kapcsolatos parabola tengelye az abscissék tengelyére meréleges 1évén, az eminens értéknek megfelels
tetGpontjaban érintGje az abscissak tengelyével parhuzamos.

Annak eldontése, vajon az eminens érték maximum-e avagy minimum, attol fiigg, hogy a gorbe vonal a kérdéses
pont koézelében homort-e avagy dombori-e az abscissa tengelyre nézve? Ezek utan lassunk nehany példat!

10. Osszunk fil egy adott a hosszisdgot oly két részre, hogy a részek folott alakitott egyenld oldali hdromszdgek
teriileteinek dsszege minimalis legyen.

Nevezziik a-nak egyik részét z-nek; akkor a masik rész (a — x). Az ezen oldalak folott szerkesztett egyenls oldalt
haromszogek teriileteinek Ssszege

1 1
Y= szx/g+ Z(a—x)zx/g

3 2
yzg(a@z—ax—i—%).

E fiiggvény minimuma beall, ha

értéke pedig

11. Keressiik meg x-nek, azt az értékét, a mely mellett az
y= (a1 —x)*+(az —2)* +... + (a, — )

fiigguény minimdlis értéket vesz fal.

y:n:z:2—2Za-x+Z a’.



Minthogy z%-nek egyiitthat6ja positiv, tehat az eminens érték tényleg minimum, s beall, ha

r=2%a

Ha tehét valamely ismeretlen = szamnak az értékét n szamua astronomiai, physikai, geodaetikai vagy mas megfigye-
léssel akarjuk meghatarozni, és az igazi x szdm helyett az észlelés hibaival pontatlanitott ajas ... a, eredményekhez
jutunk, akkor az egyes mérésekbdl nyert szamok arithmetikai koézéparédnyosa adja meg az z-nek legvaldszintibb érté-
két, foltéve, hogy valamennyi mérés vagy megfigyelés egyforméan megbizhatd. A kérdéses esetben ugyanis a legkisebb
négyzetisszegek maodszere szerint az

(a1 — ), (ag —x),...(an — )

hibak négyzeteinek Osszege minimumma valik.
12. Az adott a alap folott szerkesztett 2s keriilet@ hdaromszigek kézil melyiknek terilete a legnagyobb?

Ha x a keresett haromszognek masodik oldala, akkor a harmadik oldal (2s — a — x) s igy teriilete a Heron-féle

képlet szerint :
y=/s(—a)s—D)atz—s)

honnét:
y? = s(s —a)[—2* + (25 — a)x — (s — a)).

A filiggvény értékének négyzete tehat maximalis értékivé valik, ha

a
T=85——
2
honnét
2s8—a—xz=5— a4
2
vagyis a keresett haromszog egyenls szaru és teriilete
a
= —v/s(s —a).
y=5Vsls—a)



