I. Mi az a figgvény? Erre a kérdésre rovid, de altalanos érvényi feleletet adni rendkiviil nehéz. Mivel azonban
targyunk igen speczialis jellegi, azért erre az Fuler-féle értelmezés teljesen kielégitének fog bizonyulni. Fuler azt a
feleletet adta, hogy fiigguény alatt azt az analytikai kifejezést értjik, mely egy vdltozé mennyiség és bizonyos dllando
mennyiségek kozt fenndll. Az "analytikai kifejezés" értelmét ugy allapitotta meg, hogy a fiiggvényben az algebrai
miveleteken kiviil még a logarithmus, exponenses mennyiségek és szamtalan egyéb kapcsolatok is szerepelhetnek, ezzel
a fiiggvény-fajok kimerithetetlen sokasdgara ramutatvan.

Algebrai és f6leg geometriai tanulményaink kézben gyakran taldlkozunk véltozo és alland6é mennyiségek kapcso-
lataval. Legtobbszor nem torténik utalas az ily kapcsolatoknak fiiggvény voltukra. Tudjuk pl., hogy a kor keriiletét
2rm, teriiletét 727 adja. Ezekben 7 az 4lland6 mennyiség, r a valtozni képes mennyiség, melynek értékétsl egy masik
mennyiségnek, a keriiletnek, illetéleg a teriiletnek értéke fiigg.

Minthogy r-nek értékét magunk szabhatjuk meg, azért ezt a valtoz6 mennyiséget fiiggetlen vdltozé-nak nevezziik;
r-rel egyiitt azonban a keriilet és teriilet is megvéltozik, tehat ezek ugyancsak valtozé mennyiségek. Minthogy azonban
értékiik a fliggetlen valtozoé értékével szoros kapcsolatban all, azért ezeket a fliggetlen valtozéval szemben fiiggd valtozok-
nak nevezziik.

A valtozokat rendszerint az abc utolsé betiivel szoktuk jelolni, még pedig x-nek nevezziik a fiiggetlen valtozot,
y-nak a fiiggs valtozot. E szerint y = 27z, illetSleg y = w22 volnanak a fenti fiiggvények jelolései.

2. Hogyan jeloljik a figguényt dltaldnossagban? A fliggvény jelolésére altalanos jelvény is szolgéal. Ugyanis a fligg-
vényben szereplé allandokat nem tekintvén, elsé sorban a valtozdkra kell figyelmiinket forditani. Ha mér most a
fiiggvény (functio) sz6 kezddbettjével f-fel azokat a miveleteket jeloljiik, melyek a fiiggetlen valtozot az allandokkal
Osszekotik, akkor mar rdakadtunk a sziikséges jelvényre. Tegyiik ki f mellé x-et, a fliggetlen valtozot, s legyen gondunk
arra, hogy felirt jelvényiink se szorzatnak, se hatvanynak tekinthets ne legyen, akkor czélt értiink. Ez pedig az f(z)
alakban val6 jeloléssel érhetd el. Ha még a fliggs valtozot is tekintetbe vessziik, akkor a fliggvény jele:

y = f(z)

(olv. y fliggvénye z-nek).
Az ilyen fliggvényt kifejtett, explicit fiiggvénynek nevezziik, a mennyiben a fiiggs valtozo a fliggetlen valtozotol
elkiilonitetten fordul el6. De ha pl.
vV +ar+b=0

olyként értelmeztetnék, hogy benne y a fiiggd, « a fiiggetlen valtozo, akkor a valtozok nincsenek egymastol elkiilonitve,
ki nem fejtett, implicit figgvénnyel allunk szemben. Jelolése igy eszkozolhets:

f(fE,y) =0.

3. A fiigguények osztdlyozdsa. MindenekelStt megjegyezziik, hogy a fiiggetlen véltozonak és a fiiggvényben szerepls
allandoknak csupan realis értékeit vessziik tekintetbe. A fiiggvények osztalyozasandl az analytikai kifejezésre kell fi-
gyelniink. Ennek jellegét a benne szereplé miveletek szabjak meg. Az 0sszeadas, kivonas, szorzas, osztas, positiv egész
szamu kitevére valé hatvanyozés és gyokvonés, széval az algebrai miveletek azok, melyek az u. n. algebrai fiiggvények-
ben még elsfordulhatnak. Ha a fiiggetlen valtozé positiv, egész szamu kitevére vonatkozoé gyokjel alatt szerepel, akkor a
fiiggvény irrationdlis, ellenben, ha a fiiggetlen valtozé csupan a tobbi miiveletekkel van az allandokkal 6sszekapcsolva,
akkor a fiiggvény rationdlis.

y=+var?+bx+c

az irrationdlis,
y=azx>+br+c

a rationalis fliggvény egy-egy példaja.
A tortkitevdji és negativ kitevdji hatvanyok ismeretes értelmezése alapjan konnyen belathato, hogy

y=(a+br)?
irrationdlis fiiggvény, ellenben
y=(a+bx)™
rationélis fliggvény. Mert az els6
y = +/(a+ bx)3
a masodik .
v= (a + bx)®

alakban irhato. Ugyanigy a negativ vagy tortkitevdjd gyok is mindig irrationdlis fiiggvényre vezet. Ezzel megokoltuk azt
a korlatozast, melyet a kitevékre vonatkozélag megtettiink. Tehat: mieldtt az algebrai fiigguvény jellege feldl déntenénk,
a benne szerepld Osszes kitevdket positiv egész szamok alakjaban kell szerepeltetniink.



A gy6knek tobbértékisége miatt az irrationalis fiiggvényekben a fliggs valtozd egy bizonyos értékéhez a fiiggetlen
valtozonak egyidejtleg tobb értéke tartozik; a rationdlis fliggvényekben azonban csak egy. E szerint megkiilonbdztetiink
eqyértéki és tobbértékd fliggvényeket.

A logarithmusok, az exponenses s goniometriai mennyiségek, stb., mint pl. ezek:

y=logz, y=a", y=sinz, y=arctge

u. n. transcendens fliggvények.
4. Az algebrai fiigguények osztilyozdsa. A szerint, a mint a fiiggetlen valtozo osztoként szerepel, illetleg mint ilyen
nem szerepel, a fliggvény lehet tdrt fiiggvény, illetleg egész fligguény.

y=-
X

a+ bx

c+dx

tortfliggvények, ellenben
y = a+ bx + cz?

egész fliggvény.

Az egész fiiggvényre nézve a fiiggetlen valtozonak a legmagasabb kitevGjd hatvanya mérvadé. E szerint az algebrai
egész fiiggvény lehet: els6foki vagy linearis, mint pl. y = a + ba; masodfokt vagy quadratikus, mint pl. y = a+bx + cx?
Az n-ed foku algebrai egész fiiggvény alakja tehét

y=az" +bx" 14"+ .. + k.

5. A fiigguény folytonossagdrol. A fiigguény akkor folytonos, ha a fiiggetlen vdltozonak barmily csekély névekedtével
a fiiggd vdltozonak ugyancsak csekély vdltozdsa (ndvekedése, esetleg fogyésa) jdr.

Ez a tulajdonsag vagy a fliggetlen valtozonak minden értékére nézve, tehat a —oo-t6l +oo-ig terjedd hatarok kozott,
vagy a fligg6 valtozonak egy meghatarozott interealtum-bol vett értékeire vonatkozhatik. Hogy az utébbit megértsiik,
hivatkozunk az

y = tgr

fiiggvényre, mely xz-nek 0°-t6l 90°-ig terjedd értékeire nézve folytonos, de mar a 0°-t6l 180°-ig terjedd értékeire nézve
nem az, mert hiszen tgr az x-nek 90°-hoz igen kozel all6 valamely értékére nézve egy igen nagy positiv szammal,
a 90°-ot igen csekéllyel tulléps értékére nézve pedig egy igen nagy negativ szammal egyenls. Az y = tgx fliggvény
folytonossagaban x = 90° esetére nézve szakadas all be.

A folytonossag algebrai jellemzésénél e szerint a fiiggvény valtozasat kell tekintetbe venniink. Ha a fliggetlen valtozot
valamely igen kicsiny értékkel noveljiik, akkor az f(z) fliggvény atalakul f(z + h)-va. A fiiggvény értékének valtozasat
az

flx+h) = f(z)

kiilombség adja meg. Ha ez a kiilonbség h-val egyidejileg elenyészd csekély mennyiség, akkor a fiiggvény folytonos.
Minden egyes esetben a kérdés csak akkor van véglegesen eldéntve, ha megvizsgaljuk, hogy mely kdrben, mely hatarok
kozt folytonos a fliggvény. Konnyen kimutathatjuk, hogy targyalt fliggvényiink z-nek minden értékére nézve folytonos.
Ugyanis:

f(z) = az® 4+ bx + ¢

fx+h) =a(x+h)>+b(x+h)+c,
ha a fiiggvény valtozasat szamitjuk, akkor
flx+h)—f(z)=alz+h)>+bx+h)+c—(ax® +bxr+c) =
= ah?® + 2ahx + bh = h(ah + 2az + b).
Mar pedig, tekintet nélkiil arra, hogy x-nek mely véges értékébdsl indulunk ki,

h(ah + 2ax + b)

a h-val egyidejileg valik végteleniil kicsinnyé s igy a 2-od foki algebrai egész fligguény a fiiggetlen vdiltozéonak minden
értékére nézve folytonos.



