II. Kozéppontos kupszeletek

L. definiczio. A kézéppontos kupszelet geometriai helye mindazon pontoknak, melyek adott kortdl (vezérkér: Fy) és
adott ponttdl (gyujtépont: Fy) egyenld tdvolsigra vannak.

A szerkesztés a definiczié alapjan a kovetkezoként torténik: A vezérkor valamely P’ pontjat 6sszekotjiik Fh-vel. Az
FyP'-re Py felezéspontjaban allitott merdleges az Fy P'-t a gorbe P pontjdban metszi.

Bizonyitds.
PP1P/A ~ PP A,

tehat
PP = PF.
Ha F\ F> a vezérkort az A és A}, pontokban metszi, akkor az Fy A és A5 tavolsagok felezéspontjai (A és Ao)
szintén pontjai a gorbének és
APy | APy AAY

Ay Ay = -
12 5 T3 2

Ha a P’ és P” pontokat ugy vessziik fel a vezérkoron, hogy P'P” 1 I\ F», és megszerkesztjiik a nekik megfelels P
és P pontokat, akkor ezek az F} F»-t6l egyenls tavolsagra fekiisznek, tehat :
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I. tétel. Az F1F5 egyenes tengelye a kozénpontos kiupszeletnek.

II. definiczio. Az A1 Ay tavolsdgot a kézéppontos kiupszelet fotengelyének nevezziik.

I1. tétel. A fotengely hossza (A1 Ay = 2a) egyenld a vezérkor sugardval.
Ha pedig a P| és P, pontokat ugy vessziik fel, hogy a P; P, dtmenjen az F» fokuson és a Py Py az FyFy-t O-ban
metszi; az F) P F» Py parallelogramma, mert a Pj Fy Py egyenlGszara haromszogben

Fy PP« = Fy PjFy,

tehat
P/F,P <= F Py
és
PiFyPyo<a = Fy P Fhq
vagyis
[P || BoPs
és

P\ F; || PF.



Az O tehat a f6tengely felezéspontjaban fekszik és

OP1 = OPQ, tehéat

IT1. tétel. A fotengely felezépontja a kézéppontos kupszelet kozéppontja.

Jogosan neveztiik tehat ezen kupszeleteket a parabolaval szemben kozéppontos kiupszeleteknek.

Az I. tétel alapjan a Py és P, tiikorképei (P53 és Py) a f6tengelyre vonatkozolag szintén a gérbén vannak. Ha P Py
és P, P3 az O-ban a f6tengelyre allitott merdlegest az Ry és Re pontokban metszik, akkor:

PR, = P Ry
és

PRy = P3Ry,
tehat:

IV. tétel. A kézéppontos kipszelet kozéppontjdban a fétengelyre dllitott merdleges szintén tengelye a gorbe vonalnak.

I. feladat. Keressiik valamely egyenes (g) és egy meg nem rajzolt kézéppontos kupszelet metszéspontjait.

Megoldds. Ha g a gorbét pl. M-ben és Fy M a vezérkort M’'-ben metszi, akkor: MM’ = Fo M (I. definiczio). Ha
pedig Fy-nek g-re vonatkozo tiikorképe Fy, akkor: M Fy = M Fy. Az M tehat oly kor kdzéppontja, a mely dtmegy az
Fy, F} és M’ pontokon. Ez a kor azonban érinti is a vezérkort, mert M’ a két kor centralisan (F; M) van.

Az adott egyenes és gorbének minden metszéspontja tehat kdzéppontja oly kornek, a mely atmegy a két ismert Fy
és I pontokon és érinti a vezérkort.
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A probléma megoldésa tehét a kovetkezéként torténik: Rajzolunk kort, mely dtmegy az Fy és Fy pontokon és a
vezérkort pl. az X, Y pontokban metszi. XY és F»F3 H metszéspontjabol megrajzoljuk a vezérkorhoz a HM, és H M,
érintket. Az Fy M| és Fy M} a g-t a keresett M és My pontokban metszi.

A bizonyitas egyszeriien azon az alapon eszkozolhetd, hogy harom koér, hatvanyvonalai (FyFy, XY és HM, vagy
HMY}) egy pontban (H) metszik egymést.

Minthogy egy pontbol a korhoz legfeljebb két érinté huzhato, tehat legfeljebb két metszéspont van, tehat:

V. tétel. A kizéppontos kipszelet mdsodrendd girbe vonal.

Mi torténik, ha g-t az M; koriil a nyil irdnydban forgatom? Az Mo folyton kozeledik az Mi-hez, az Fy pedig az
Fy Fy M7 koron a Mi-hez. A g egy meghatarozott hatarhelyzethez kozeledik és mikor Fy dsszeesik Mi-gyel, akkor H
is Mj-be jon, tehat g-nek a gorbe vonallal valo My metszéspontja beleesett az Mi-be. A g-bol tehat a t érint6 lett.
Tehéat:

VL. tétel. A kozéppontos kipszeletnél a fokusnak (F2) az érintdre vonatkozd tikorképeinek (Fy) geometriai helye a
vezérkor.

Ha a fokusbol az érintére bocsatott mer6leges talppontja My, akkor :

OMl : FlM{ = FQO : F2F1 =1: 2,
vagyis

M

OMI 2 )

tehét:

VIL. tétel. A fokusbdl az érintére bocsdjtott merdleges talppontidinak (Mi) geometriai helye oly kor, melyet a ko-
zéppontos kupszelet kozéppontja kéril a fétengely felével rajzolunk. Ezt a kért, mely a gorbe vonal csicsain (Ay és As)
dthalad, fékérnek nevezzik.



11. feladat. Rajzoljunk a kodzéppontos kipszelet M; pontjaban érintét.
Megoldds. Az Fy M, messe a vezérkort M,-ben, Fo M| pedig a f6kort M;-ben, akkor My M| lesz az érinté.

Tegyiik fel, hogy az M; és M5 pontokban rajzolt érint6k egymast M-ben metszik, akkor, ha Fy M, illetSleg Fy Mo
a vezérkort az M7, illetéleg M} pontokban metszik:

MM] = MF, = MM),

tehat Mj, M és Fy oly kor keriiletén fekiisznek, melynek kozéppontja a két érintG metszéspontja M. Ennek alapjan
konnytd megoldani a kovetkezs feladatot:

II1. feladat. Adott pontbol rajzoljunk a kdzéppontos kupszelethez érintéket.

Megoldds. Az adott M pont koriil M F» radiussal rajzolt kor a vezérkort messe M| és My pontokban. Ha az FyM;
és FgMé a fokort az My és Myr-ben metszik, akkor MM és M My lesznek a keresett érint6k. A hol pedig FlM{
illetSleg Fy My, az M M illetSleg az M My érintSket metszi, kapjuk az M; és My érintési pontokat.

A tovabbiakban targyalasaink kettévilnak. Mér a szerkesztésnél is észrevehetd ugyanis, hogy a szerint, a mint a
gyujtopont a vezérkoron beliil vagy kiviil fekszik, lényegesen kiilonboz6k a gorbe vonalak. Az elsG esetben (ellipsis)
ugyanis a gorbe vonal minden pontjaval a f6koron beliil fekszik, a méasodik esetben (hyperbola) pedig a f6kéron kiviil.
Vagyis :

VIIL. tétel. Az ellipsis zdrt gorbe.

Az ellipsis kozéppontjabol nem lehet az ellipsishez érintSket rajzolni, a hyperbolanal pedig lehet.

IX. tétel. A hyperbola kozéppontjabol rajzolt érintdk a hyperboldt a végtelenben érintik, azért ezeket végérintdéknek
vagy asymptotdknak is hivjuk.

Bizonyitds. Ha az OF; radiussal rajzolt kor az ellenkort E' és Ej5 pontokban metszi, akkor FyE] és FyEY érintik
a fékort, még pedig Er és Err-ben. OF; és OFpr az érintdk, tehat

FLEO<4 = F,071;0< = 90°.

Amde
F2E1F1<I = FgEéFl = 900,
tehét
OF; || F1Ei
és

OFEq; || FLES,



vagyis az érintési pontok tényleg a végtelenben vannak.

X. tétel. A hyperbola tehdt nyllt kétigu gorbe.

Az ellipsisnél a melléktengely metszi a gorbét (P-ben), a hyperbolanal pedig nem.

Ha az ellipsis melléktengelyének hosszat P P-t 2b-vel és az FyF, tavolsdgot, melyet excentricitdsnak neveziink,
2c¢-vel jelolom, akkor az OF; P derékszogu haromszogben

a® =b%+ 2.

A hyperbolanal is szoktunk melléktengelyrél beszélni és ilyenkor a melléktengely By és By végpontjait ugy nyerjiik,
hogy
AlBl = Ale = AzBl = A2B2 =C

vagyis a hyperbolanal:

a? =b>+ 2.
Végiil ha a gorbe vonal pontjait az Fy, Fa-vel 6sszekots tavolsagokat (r1 és 7o) radiusvektoroknak nevezziik, akkor:
az ellipsisnél

rr+1re =2a

és a hyperbolanal
r1 — To = 2a.

Az eddigiek alapjan oldjuk meg a kévetkezd feladatokat:

Lipsi 0 llékszogét
932. Bizonyitsuk be, hogy az PSS érintGje felezi a radius vektorok altal bezart 5208 me" PREZ08°
hyperbola szoget
llipsisnél o}
933. Mutassuk ki, hogy az Llsn,e, a radius vektorok % egyenld a vezérkor sugaraval.
hyperbolanal kiilonbsége

934. Mutassuk ki, hogy minden kdzéppontos kiupszeletnek két fokusa és két vezérkore van.



