A kovetkezskben két kiilonbozé bizonyitast mutatunk be arrol a tételrdl, hogy a kor derékszogi projekezidja egy
sikra ellipsis.

1. bizonyitds.

Kiindulunk abbdl a tételbdl, hogy egy pont polarisa egy korre vonatkozolag, a ponton keresztiil fektetett szelének
a korben fekvs részét ugyanolyan viszony szerint osztja, mint maga a pont az egész szelSt, azaz ha (1. dbra) a H
pontnak PQ polarisa a k korre vonatkozolag a H ponton keresztiil mend szel6t a P’ pontban metszi, és a HP’
szel6nek metszGpontjai a k korrel D, FE, akkor

(1) DP :P'E=DH : EH.

1. dbra

Jeloljiik a k kornek sugarat a-val, kdzéppontjat M-mel; az M H egyenes metsz6pontjait a k korrel A, B-vel; az
MD, ME korsugarak metszépontjait a P’ ponton keresztiil mené és az AB dtmérével parhuzamos egyenessel I, J-vel,
végre az AB, P(Q) egyenesek metszGpontjat Py-sal.

Minthogy P'DI ~ HDM, P'EJ ~ HEM, azért

(2) P'I:DP = HM : DH
(3) PE:JP =HE:HM
(4) P'I:DI=HM:DM
(5) JE:JP = ME : MH.

Az (1), (2) és (3) aranyparok szorzatabol kovetkezik

P'I=JP,
ebbdl és a (4) és (5) ardanyparok szorzatabol kovetkezik

JE = DI.
Ezen eredményeket tekintve

IM+JM =DM —-DI+EM+ JE =DM+ EM = 2a;
ha a P’ ponton keresztiil mend és az M1, M J-vel parhuzamos egyenesek az AB 4&tmérét a G, F pontokban metszik,
gy hogy
GP'=MI, PPF=JM, PI'=GM, JP' = MF,

akkor
(6) GP' + P'F = 2a.



Ha a (2) és (3) aranypart ekkép felirva
P'I:DP =HM :DH

JP' :PPE=HM: HE

tagonként egymassal szorozzuk a kovetkezs

(7) P'I-JP :DP -P'E=THNM :DH HE

aranypart nyerjik.
Es mert ) )
DP'-P'E=PP - -PQ=(PPy— P PR)(PP,+ PPy)=PP — PP,

DH-HE =PH’, P'[=JP
HM : PH = MP : PP,

azért (7)-bol szarmazik

PI .PPy — PP, =MP :PP

NF = PT _m2[1_ (P'PO)Q].
PPy

A nyert eredménybdl lathato, hogy az F, G pontok helyzete az AB atmérén csak a kor sugaratol és azon viszonytol
fiigg, mely szerint a P’ pont a PP, vonaldarabot osztja, azaz: ha a k kor pontjaibol az AB &tmérére bocsatott
mer6legeseket allando viszony szerint osztjuk, akkor az osztopontoknak az F, G pontoktol mért tavolsagai, (6) folytéan,
a kor atmérgjével egyenld Osszeget adnak. Az osztopontok tehat oly ellipsisen fekiisznek, melynek gyajtépontjai F, G
és f6tengelye AB.

Ha ezutan a k kort az AB tengely koriil tetszsleges szog alatt forgatjuk, a forgatott kor pontjait az eredeti sikra
derékszog alatt vetitjiik, akkor a nyert projekcziok az eredeti k kor pontjaibol az AB dtmérdre bocsatott merdlegeseket
allando viszony szerint osztjak és ezért a forgatott kor pontjainak projekezioi egy ellipsisen fekiisznek.

vagy

1I. bizonyitds.

Kiindulunk abbél az ismert tételbdl, hogy egy forgashenger sikmetszése ellipsis. Ennek bizonyitasa a kovetkezs:
Egy forgashengerbe (2. dbra) F' gombot irunk be, mely a hengert ¢ kor szerint és a metszGsikot F' pontban érinti,
azonkiviil egy G gombot, mely a hengert v kor szerint, a metszGsikot G pontban érinti.

2. dbra

Ha P a metszdsik és a henger ¢ metszévonalanak egy tetszés szerinti pontja, akkor P egy hengeralkotén fekszik,
mely a ¢ kort U pontban, a v kért V' pontban metszi.
Minthogy egy pontbdl egy gdémbhoz hizhatéd érinték egyenlsk, azért:

PF = PU, PG =PV



és
PF + PG = PU + PV.

Az UV vonaldarab azonban a P ponttdl fiiggetlen és egyenls a ¢ és v korok parhuzamos sikjainak tavolsagéval,
tehat a metszGsik és a henger metszésgdrbéje minden pontjanak az F, G pontoktol mért tavolsagai allandd Gsszeget
adnak s mint ilyenek oly ellipszisen fekiisznek, melynek gyajtépontjai az F, G pontok.

E segédtételt (mely Dandelin-t6] szarmazik 1822-bdl) igy fejezhetjiik ki:

Oly sikgorbe, melynek derékszogd projekczidja egy sikra kor, szikségképp ellipsis.

Ha kimutathato, hogy k kor derékszogi projekczidja k' egy sikra oly gorbe, melynek derékszdgt projekczidja
bizonyos sikra egy k" kor, akkor a segédtétel alapjan k’-nek ellipsisnek kell lennie.

E végbdl jeloljiik (3. abra) k kor sugarat a-val, kozéppontjat M-mel, egy tetszés szerinti vonaldarabot b-vel.

3. dbra

Bocsassunk a k kor P pontjabol az AB atmérdre PP, merdlegest és vegyiink fel ezen egy P’ pontot akképpen, hogy
PPy : P'Py = a: b. Bocséssunk a P’ pontbol az AB-re merdleges CD atmérére egy P’ Pj merdlegest és hatarozzuk
meg ezen a P” pontot akképpen, hogy

P'P,: P'P,=PP,: P'P,=a:b.
E proporeziobol kovetkezik (mert PjM parhuzamos és egyenls P’ Py, tovabba P’ P parhuzamos és egyenls Py M ):
P\M : P"Py=PPy: PAM = a: b,
ebbdl az M PPy, P"M P} derékszdgl haromszogek hasonloséga, tehat meég
MP:MP'" =a:b,

végre
MP" =b.

Ez eredményt ekképp fejezhetjiik ki: ha AB, C'D a k kornek két egyméasra mer6leges atmérsje, és a k pontjaibol az
AB-re bocsatott merdlegeseket dllando viszony szerint osztjuk, akkor az osztopontok egy k' gorbén fekiisznek; ha a &’/
pontjaibol a CD-re bocsatott merdlegeseket az el6bbi alland6 viszony szerint osztjuk, akkor az 1j osztépontok egy k”
koron fekiisznek.

Forgassuk ezek utan a k kort az AB atmérd koriil egy tetszés szerinti ¢ szoggel és projiczidljuk a forgatott k-t az
eredeti sikra. A projekczionak, k’-nek, pontja az eredeti k kdrnek pontjaibol az AB atmérdre bocsatott merdlegeseket
allando viszony szerint osztjak. Ha a k' gérbét az AB-re mer6leges kdratmérd koriil szintén ¢ szog alatt forgatjuk és a
forgatott gorbét az eredeti sikra projiczialjuk, akkor a projekczionak, k' -nek, pontjai a k' pontjaibol a C D-re bocsatott
merd&legeseket szintén ugyanazon és az el6bbivel egyenld viszony szerint osztjak. S mert a k" gorbe az elébbiek szerint
kor, azért a k' gorbének, a segédtétel folytan, ellipsisnek kell lennie. A k kor derékszogd projekczidja k', tehat ellipsis.

E bizonyitasbol kovetkezik még: . ha az A és a B sik a C sikhoz egyenld szog alatt hajlik, a mellett az AC, BC
sikok metszGvonalai egymasra merdlegesek, és az A sikban fekvs kort a C' sikra derékszog alatt projiczialjuk, akkor e
projekczionak derékszogi projekezioja a B sikra szintén kor".



