A hatarozatlan analytika feladatanak megéllapitasa utan Fuler nehany példa kiszamitasa utan a
bp=aq+n

linearis egyenlet megoldasat mutatja be, p és ¢ ismeretlenek positiv, egész szamu értékeit véve tekintetbe. A modszer,
az U. n. Fuler-féle algorithmus, altaldnosan ismeretesnek tekinthets, mert minden tankonyviinkben megtalalhaté. Ra-
mutat arra is, hogy a feladat positiv egész szamokban megoldhatatlan, ha a és b nem levén viszonylagos torzsszamok,
kozos osztojuk n-nek nem tényezdje.

A legkdzelebbi 1épés a hatarozatlan linearis egyenletrendszerekhez vezet, melyek az 4. n. requla Coeci-vel oldatnak
meg. A hatarozatlansagot korlatozo foltételek a megel6z6kben hasznaltakkal azonosak. Az egyenletrendszer legegysze-
riibb alakja:

r+y+z=a

fr4+gy+ hz=0.

Legyen f a masodik egyenlet bal oldalanak legnagyobb, h pedig legkisebb egyiitthatdja. Az egyenlet mindig ilyen
alakban irhato.

fe+fy+fz=fa
fe+ fy+fz> fe+gy+hz
s ennek alapjan
fa>b.

Ugyanigy
hx + hy + hz = ha

hx +hy+ hz < fr+ gy + hz

s ennél fogva
ha < b.

Hogy az egyenletrendszernek positiv egész szamokban megoldasa legyen, annak foltételei:
fa>b> ha.

Kiilonben a feladat az egyik ismeretlennek kikiiszobolésével a megel6zore vezethets vissza.
Kevésbé ismeretesek az ezek utan kovetkezo fejtegetések, melyek az

a+br+cy+de?+exy+ fad+ g2t + g2’y +...=0

alakt egyenleteknek egész szdmokban valdé megoldésaira vonatkoznak. A folytonosan szaporod6 nehézségek felé ira-
nyulé menet els6 megallohelyén az
Yy +ax +by=c
egyenlettel talalkozunk.
zy+by=c—ax
C — axr
r+b
ab—+c
x4+0b’
Ennek alapjan kell, hogy =+ b az ismeretes ab+ ¢ szamnak osztdja legyen; ezen szdmnak minden osztdja az egyenletnek
megoldasat adja. Még pedig: legyen

y:

y=—a+

r+b=fixz=f—-0b
y=—a+tg=g—a
(ab + ¢)-nek minden fg alaku elGallitédsa az egyenletnek két megfejtését adja; ugyanis az egyik
‘T:f_bu Yy=g9—a,
a masik pedig onnét szarmazik, hogy
r+b=g

tétetvén
r=g—b y=[f—a

A legkdzelebbi, valamivel altalanosabb alak:
maxy = ax + by + ¢,



honnét

_ar+c

mxr —b
_ max+mc mc+ ab
e —

Ismét kell, hogy ma — b osztoja legyen a szadmlélonak. Ha mar most

mc+ab = fg
és példaul
mx —b=f,
akkor
f+0o
r=—
m

a tényezdSkre bontéas akkor ad egész szamua megoldast, ha f + b oszthatd m-mel.

A megel6z6 egyenletekben az egyik ismeretlen csupan linedrisan szerepel. Ha ennek az elsénél magasabb hatvanyai
is elsfordulnak, akkor gyokmennyiségekkel keriiliink szembe. A hatarozatlan analytika legérdekesebb feladatai azok,
melyekben az ilyen egyenletek rationalis megoldasai kerestetnek.

Keressiik z-nek azon értékeit, a melyekre nézve

Va4 bx + cx?

értéke rationalis. A megfejtés sok esetben egyaltalan lehetetlen; ha lehetséges, akkor egyel6re z-nek rationélis értékeire
szoritkozunk.
Semmiféle nehézséggel nem jar a feladat, ha ¢ = 0. Mert

va+br=y

tétetvén
a+bx =1y

_y'-a

. b

és y-nak minden értéke egy-egy megoldasra vezet.
A maésodik esetben ¢ négyzetszammal egyenls, tehét

vVa+br + f2x2

rationalizalando6. Legyen
Va+br+ f22? = fs+ m
n

2mfxr  m?

a+br + f2x? = f22® + 3

2mfr  m?

+bx =

a+ bx 3

n?a 4 n?bx = 2mnfr + m?
m? —n?a

r=—.

n2b — 2mnf

Ha z-nek ezen értékét helyettesitjiik, akkor:

mnb —m2f — n2af
/a1t b 2.2 .
atbrt [ n2b — 2mnf

Minthogy x-et tort alakjaban allitottuk els, legyen

p
= —,
q
a hol
p=m?—n’a
g =n*b—2mnf.
Az -
b
a+—p+fp

q q?



trinom teljes négyzet, és az marad, ha ¢°-tel megszorozzuk, vagyis
aq® + bpq + f*p?

teljes négyzet, ha p és g helyébe a fontebbi értékek tétetnek. Az m, n szamok tetszés szerintiek, s igy a feladatnak
végtelen sok megfejtése van.
A harmadik esetben az a egyiitthatd négyzetszam, tehat

V24 bx + ca?

a rationalizalandoé kifejezés.

Legyen
V 2+ bx + ca? :f—i—@;
n
ismét )
2
b+cx = 2mf + —296
n n
n?b 4 ncx = 2mnf + m2x
_ 2mnf - n2b
 n2c—m?2
tehat ) )
f24br+cx? = nief +m’J —mnh
n2c — m?2
Ismét
_p
=75
q
tétetvén

f2q* + bpq + cp?

teljes négyzet, ha
p=2mnf —n?b
q=nc—m?

Itt azon specilis eset nevezetes, a melyben a = 0. Ennek fejtegetését az olvaséra bizhatom.
A vizsgalt trinom teljes négyzetté alakithato még akkor is, ha

a+br+ca? = (f +gz)- (h+ kz)

alakban allithato els. Ennek bebizonyitasa czéljabdl legyen

m - (f + gz)
n

V(f +gz) (h+ ko) =

(f +gz) - (h + k) = M
m? - (f + gx)
n2
hn? + knz = fm? + gm®x
B fm? — hn?

~ kn2 — gm?’

h+kx=

Ezen negyedik eset ravezet még egy 6todikre, a mely akkor all be, ha a + bz + cz? oly két részre bonthato, melyek
koziil az els teljes négyzet, a masodik pedig két tényezonek szorzata; tehat p* + ¢r alaku, a hol p, ¢, r ilyenforma

kifejezések: f + gx. Ekkor ugyanis
m
Vp2+gr=p+ Wq

2m m2q?
p2+q7":p2—|——pq+ 2q
n n

_ 2mp m2q

oon n?
2, _ 2
n°r = 2mnp + m-q

s ez x-re nézve linearis lévén, bel6le x konnyen meghatarozhato.



Gyakran bajos folismerni azt, hogy a trinom mily médon allithaté el6 p? + ¢r alakban, s ezért kivanatos volna egy
altaldnosan alkalmazhaté moédszerre szert tenniink. Eleinte x helyébe kicsiny szdmokat helyettesitvén, probalgatassal
toreksziink czélt érni. Ha talalunk megfelels értéket, akkor abbol minden megoldast levezethetiink. Ugyanis

helyettesitéssel

all €16, s ha ez teljes négyzet, akkor u>-tel valé szorzata
au® + btu + ct?

szintén teljes négyzet lesz. Most méar keresniink kell oly ¢, w szamokat, a melyekre nézve a fontebbi kifejezés teljes
négyzetté valik.

Szamtalan olyan trinom létezik, a mely semmiféle médon sem alakithaté at teljes négyzetté. Nehogy ezekkel hi-
aba vesz6djiink, czélszerid lesz nehany ismertets jelet megallapitanunk, hogy faradozasaink sikertelenségét mar eleve
folismerhessiik.

Mindenek el6tt kdnnyen rajoviink arra, hogy a trinom kozépss tagjat az

y—>b
2c

helyettesitéssel eltavolithatjuk. Ugyanis

by —b%>  cy® — 2bcy + be?
a-+ Yy + Y Y

2¢ 4¢?
_ 4ac? + 2bcy — 2bc? + cy? — 2bey + be?
B 4¢? B
_ dac— b2 +y?
N 4c '

Foltéve, hogy ez a kifejezés teljes négyzet, akkor

dac—b*+y*  2?
4c 4
tehetd, honnét
4ac — b* 4 y? = ¢2*
y? = c2® +b* — 4ac.
Ha
b — dac = t,
akkor
2+t
lesz a teljes négyzetté atalakitando kifejezés, mely lényegesen egyszertibb alakt, mint az eredetileg adott trinom.
t = 0 esetében a kifejezés csak akkor teljes négyzet, ha ¢ is az. Ez méar oly ismertets jel, a mely igen gyakran
alkalmazhato.
Altaldnos ismertets jelet nyerendd, tekintsiink egy d egész szamot, s osszuk el ezzel az Gsszes egész szamokat.
Konnyen belathat6, hogy az Gsszes egész szamok
dn

dn+1, dn+2, dn+3, ...
dn—1, dn—2, dn—3, ...

alakban allithatok els.
dn + k és dn — k négyzeteinek az a kozos tulajdonsaguk, hogy d-vel valé osztasuknal mindkettd a k% szamot adja
maradékul, a mit agy fejezhetiink ki, hogy (dn + k)? és (dn — k)? a d-re mint osztora nézve egyenlé maradékiak.
Ezen megjegyzés alapjan szamtalan
at? 4+ bu?

alaku kifejezésre nézve kimutathatd, hogy soha sem lehet teljes négyzetté. Pl. a 7-es szam esetében belathatd, hogy
7t2 4 3u?, Tt? + 5u?, Tt? + 6u?

sohasem lehetnek teljes négyzetté; mert u-t 7-tel elosztvan, a maradékok: 1, 2 vagy 4. Mar pedig az els6nél a maradékok
3, 6 vagy 5, a mésodiknal 5, 3 vagy 6, a harmadiknal pedig 6, 5 vagy 3.

Dr. Bozoky Endre.



