Euler algebraja két részbdl all, melyek harom, illetSleg két szakaszra oszlanak. Az els6 résznek elsé szakasza az
"egyszerd mennyiségek"-r6l targyal, értvén ez alatt az egytaguak algebrajat, a méasodik szakasz a polynomokkal, a
harmadik az aranylatokkal foglalkozik. A masodik résznek elsé szakaszédban az egyenletek elméletével, masodik szaka-
szadban az 0. n. hatarozatlan analytikaval ismerteti meg nemcsak a mathematikai ir6didksagra betanitott szabdlegényt,
hanem minket is, a kik e nagy szellem gondolatmenetével megismerkedni akarunk. A munka behato6 ismertetésére ezen
lapok keretén beliil alig vallalkozhatnék; de azt hiszem, érdemes munkit végzek azzal is, ha a fiatal olvasét egyes
megjegyzésre méltd részletekkel megismertetvén, az eredetinek tanulmanyozasara serkentem. Eleve is meg kell azon-
ban jegyeznem, hogy Euler munkijaban sok oly részlet van, mely a mennyiségtudomanyok mai allaspontjarol itélve,
elavult felfogast tiintet fol, hiszen Fuler ota, részben az 6 Gttéré munkilkodasa nyomén a mennyiségtudoményok
birodalmaban sok, mélyrehaté valtozas ment végbe.

Az els6 résznek elsG szakaszara nézve kevés a megjegyzends. Targya: a hét alapmiivelet, mely igen érthetd, atte-
kinthet6 modorban és mégis kell§ kovetkezetességgel targyaltatik. A magasabbrendd hatvanyok ravezetik Fuler-t a
kitev6 hasznélatara, s megtalaljuk nala a negativ- és tortkitevék értelmezését is.

Erdekes az, a mit az imaginarius szam bevezetésérdl olvasunk nala.

Euler szerint: "ha negativ szambol kell négyzetgyokot vonni, akkor némileg zavarba joviink; mert nincs oly meg-
adhato szam, melynek négyzete negativ". Minden pozitiv szam nagyobb, minden negativ szam kisebb a zérusnil; a
negativ szambol vont négyzetgyok sem nem nagyobb, sem nem kisebb a zérusnal; de vele egyenld sem lehet, mert
0-nak 0-sal val6 szorzata 0-t ad, ez pedig nem negativ szam. Ennélfogva a negativ szdmboél vont négyzetgyokot lehe-
tetlen szamnak nevezi, ellentétben a tobbiekkel, a lehetséges szamokkal. Az elnevezés megvalasztiasa nem mondhato
szerencsésnek, s ellentmondasban all azzal, hogy két lehetetlen szdmnak szorzata és hanyadosa lehetséges szam. Euler
erélyesen védekezik azon felfogés ellen, mintha a lehetetlen szamoknak az algebraba valo bevezetése haszontalan rog-
eszme lenne. Hivatkozik arra, hogy ha 12-t két oly részre kell bontani, melyeknek 40 a szorzatuk, az eredmeény 6 ++/—4
és 6 — v/—4, a mi szerinte csupan azt jelenti, hogy a feladat megoldasa lehetetlen.

Az els6 rész masodik szakasza a polynomokat targyalja. Ennek ismertetésénél is csak azokra szoritkozom, a mik az
ismeretes anyagot érdekessé teszik. Igy pl. a tobbtagiak osztasanal az
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sorkifejtésekkel foglalkozik, ramutatvan arra, hogy minden tortkifejezés ilyen sorkifejtéssel elGallithato.

A kéttaguak magasabb hatvanyainak targyalasanal megtaladljuk nala a Pascal-féle haromszoget, megemliti, hogy
az n-dik hatvany egyiitthatoinak Gsszege 2"-nel egyenls. Az egyiitthatok kiszamitésara a Pascal-féle haromszog hasz-
nalatatol fiiggetleniil modszert ad, mely a kovetkezs. Ha pl. a 7. hatvany egyiitthatoit akarnok szamitani, akkor irjuk
{6l a tortek kovetkezd sorat:
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Innét a 2. coefficiens —, a 3. coefficiens — - = stb. Ezen eljaras igazolasanal a combinatorikara hivatkozik, s ennek
segitségével felallitja a binomidlis tételt.

Bar a tétel érvényességét tort és negativ kitev6k esetére nem bizonyitja be, mégis felhasznalja azt a gyokvonasnal,
valamint tort kifejezések sorbafejtésénél.

Az els6 rész harmadik szakasza az ardnyokroél és aranylatokrol szol, s minden ezzel kapcsolatos dolgot feldlel. A

szamtani arany és aranylat ravezet a szamtani haladvany targyalasara, majd pedig az dbrds (figuralis) szdmok megis-

mertetésére. A mértani ardny és aranylattal kapcsolatban az egyszerd harmasszaballyal, az Gsszetett harmasszaballyal

és a lanczszabéllyal végez. Majd ratér a geometriai haladvanyra, targyalja a szokasos tizedes torteket és a kamatsza-
mitast.

Sokkal érdekesebb és tartalmasabb Fuler algebradjanak mésodik része, mely az algebrai egyenletek megoldasaval és
a hatarozatlan analytikaval foglalkozik.

Az els6foku egyenlet megoldasat finom modszerességgel targyalja, s igen érdekes példakkal vildgositja fel. A 2 és
3 ismeretlent tartalmazé linearis egyenletrendszer megfejtésénél az 6sszehasonlitas modszerét alkalmazza, de a feladat



mélyére nem hatol. Nagyobb gondot fordit a masodfoku egyenletre. Az 22 + px = ¢ alakot nemcsak a teljes négyzetté
valo kiegészitéssel, hanem az x = y + p helyettesités alkalmazaséaval is megfejti. A discriminéns vizsgalataba nem

bocsatkozik, hanem a tanultakat az abras szamokbol valé négyzetgyokvonasra alkalmazza.
Inductive haladvan, végiil az n-sz6gd abras szamra keriil a sor, mely az
(n—2)a? —n(n —4)x
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egyenlet megoldasat igényli.
Ezutan levezeti a
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kifejezést, melyet az a® — b = ¢? esetben tobb érdekes példaban alkalmaz.

A vegyes mésodfoku egyenlet természetének vizsgalata és polynomjanak gyoktényezskre valo felbontésa utan Euler
ratér a harmadfoki egyenletek targyalasara. Itt elgszor 2° = 8 tiszta harmadfoki egyenlettel foglalkozik, s meghata-
rozza mindharom gyokét. Ugyanigy jar el az 2® = a alaki egyenlettel. Az altalanos alak megoldasanal a gondolatmenet
a kovetkezd. Elgszor is az (x — p), (x —q), (x —r) gyoktényezbk szorzéasaval

2® — (p+q+r)z® + (pg+pr+qr)z — pgr =0

alaku egyenletet allitja el6, melynél a gyokoknek az egyiitthatokkal valo Osszefiiggése tiinik szembe.
Az absolut tagnak minden gydkkel oszthatonak kell lennie, s igy médunkban all az esetleges rationélis gyokot
megallapitani.
Ha z3-nak egyiitthatoja nem az egység, akkor 1j ismeretlennek bevezetésével médunkban all ezen alakra visszatérni.
Ezek utan nehany érdekes példat nyujt oly egyenletekre nézve, melyeknek van rationalis gyokiik.
Az altalanos esetre attérvén
r=a+b

kobre emelésébdl
2% = a® + b + 3ab(a + b)

vagyis
22 =a® + b + 3abx

szarmazik. Az ilyen alakt egyenletnek egyik gydke x = a + b.
Ezutan a® = p, b> = ¢ helyettesitéssel az

@® =3epg+p+q

egyenletalakhoz jutunk. Minthogy p és ¢ mindig Ggy hatarozhatok meg, hogy &/pq és p + q két tetszés szerinti adott
szammal legyen egyenls, ennélfogva minden harmadfoku egyenlet a fentebbi alakra hozhato.
Tekintsiik most az
@t =fr+g

egyenletet. Ennél tehat
3Vpa=fespta=g
s ha ezekbdl p és ¢ meghataroztatnak, akkor az egyenletnek egyik gyoke

r =¥+ Jq.

Ezéltal a 3-adfoki egyenlet megoldéasa vissza van vezetve p és ¢ meghatarozasara. Konnytd atalakitasok utan

g+4/9? — 5 f?

p= 2
g—1/9?— 53
1= D

miket az utolsd egyenlGsgébe helyettesitvén, Cardanus képlete all eld.
Hogy Cardanus képlete a rationalis gyokot esetleg nem adja meg, arra nézve példaként felhozza az 2 = 6z + 40
egyenletet, melynek egyik gyoke 4, s a képlet szerint

= 6/20+14\/§+ {/20—14\/5.



Végiil kimutatja, hogy az
2>+ ar’ +br+c=0

a
egyenlet az x + — = y helyettesitéssel oly alakra hozhat6, melyre a megadott eljaras kozvetleniil alkalmazhato, s ezzel

a harmadfoku egyenlet megoldasat befejezettnek nyilvanithatja.

A negyedfoku egyenlet targyalasat az z* = f és 2* + fo? + g = 0 alakokon kezdi. Az altalanos alakra nézve meg-
jegyzi, hogy az absolut tag ismét az egyenlet gyokeinek szorzataval egyenls, s hogy az egyenlet tobbtagijaban minden
jelvaltozasnak egy positiv gyok, minden jelmaradasnak egy negativ gyok felel meg. Ezen megjegyzések segitségével
megoldja az z* + 22° — 72% — 8z + 12 = 0 egyenletet.

Majd ratér a negyedfoki reciprok egyenlet targyalasara, melyet az 2% + ma® + nz? + ma + 1 = 0 alakokon, s egy
szampéldan végez el.

Az altalanos alak targyalasat Bombelli modszerével végzi, mely abban all, hogy az

2t +ax + b2’ +cx+d=0

egyenlet bal oldala az
1 2
<3:2—|— gax—kp) —(qgr+7)*=0
egyenlet bal oldaldval azonosittatvan, p, g és r meghatarozésara az
2
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egyenletek nyeretnek, melyekbdl ¢ és r kikiiszobolése utan p-re nézve a
8p> — 4bp® + (2ac — 8d)p — a’d + 4bd — 2 = 0

harmadfoki egyenlet szarmazik, s igy a negyedfoku egyenlet megoldasa egy mar elvégzett feladatra vezettetik vissza.
Bombelli modszerét nehany példan bemutatvan, Fuler a sajat modszerét kozli. Folteszi, hogy a negyedfoki egyen-
letnek egyik gyoke

T = VBV,

hol p, ¢ és r gyokei a
22— f22 4 gz —h=0

harmadfoku egyenletnek. Ennélfogva
prat+r=f

pg+pr+qr=g
pqr = h.
Most allitsuk fol a kérdéses negyedfoku egyenletet. x kifejezését a négyzetre emelve

22 =p+q+r+2ypq+ 27 + 2/qr

a? — f = 2y/pq + 2/pr + 2/qr.

Ezt ismét a négyzetre emelvén:

at —2fx® + f? = dpq + dpr + dqr + 8/p?qr + 8\/pg?r + 8+/pgr?.

Ujbol helyettesitvén
ot —2fa® + 2 — 49 = 8\/par(\/p+ a4+ VT)
x4—2fx2—83:\/ﬁ+f2—4g:().

Hatra van még annak kimutatasa, hogy minden negyedfoki egyenlet ezen utobbi alakra hozhaté, s akkor a feladat
befejezettnek tekinthets. Az

z=\Dp+VI+VT

alak a gyokok elGjelcombinatioival 8 értékre vezet, ezek koziil azonban csak 4 hasznalhato, mert

1
Vpar =vVh = b



ha ez positiv, akkor az egyenlet megoldasai:
VP Va+ VT
VB VA~V
VP VTV
VP Va+ VT

1
ha pedig gb negativ, akkor a méasik négy érték felel meg.

2 = 4 egyenletet kellene megoldani, és

A szakaszt Fuler az egyenletek kozelité megoldaséaval fejezi be. Ha pl. az z
tudjuk, hogy
n<r<n+l1,
akkor x = n + p tétetveén, p valodi tort lesz, és p® elhanyagolhato kicsinységid. Igy tehat
2?2 =n?+2np =a,

honnét

p= 2n

n®+a

Ha n az els6 megkozelits érték, akkor lesz egy mésodik kozelits érték, mellyel az eljaras ismételhets. Ezen

modszer magasabb rendd egyenletekre is alkalmazhaté.
Egy maésik, szintén igen konnyen alkalmazhaté kozelité modszer a kovetkezs. A feladat abban all, hogy meghaté-
rozzuk a szamok oly hatartalanul folytathaté sorat

a, b, c, d,...

melyben minden tag a megel&z6vel osztatvan, oly hanyadost adjon, mely az egyenlet keresett gyokét annal jobban
megkozelitse, mennél hatrabb allanak a szamsorban az egymaéssal elosztott tagok.
Foltéve, hogy ezen szamsort a
D, q, Ty S, t, ...

tagokig mar meghataroztuk, akkor 9 mar z-nek eérteket meglehetGsen megkozeliti. Még inkabb All ez " ra néave.
p q

Szorzas altal

2o
p
Miésrészt 2 is kozelitd érték, tehat
r
S
23 = 2 stb.
p
A modszer kénnyebben érthets, ha egy példaban alkalmazésat latjuk. Legyen adva 2? = x + 1
b 2T
p p
s ezeket helyettesitvén
r
r_4,,
p p
honnét
g+p=r.
Ugyanigy
r+q=3:
s+ 1r =1 stb.

Ezek alkalmazasaval a kozelité szamsor
0, 1,11, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89 ...

és x-nek mindjobban kozelits értékei
8 13 21 34 55 89
3757 87 137 217 34" 557 7
A szives olvasonak melegen ajanlom ezen kozelité modszereknek magasabbrendd egyenletek megoldasara vald
alkalmazasat.
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