Ha ABC hegyesszogi haromszogben a magassagok talppontjait egyenesek altal Osszekotjiik, kapjuk az Ay B1Cy
talpponti haromszoget, melynek szamos érdekes tulajdonsaga koziil néhanyat bemutatunk.

1. A hdromszég magassdgai a talpponti haromszég szdgeit felezik.

Bizonyitds. AB A, By hirnégyszog, miért is BA; B1<t = 180°—«, tehat B1 A1C< = a; AC A1 C1 szintén hurnégyszog,
miért is C1A;C< = 180° — a, s igy C1 A1 B< = «; tehat AA1C1<t = 90° — o, AA1B1<t = 90° — o, s igy AA1Ci1<1 =
AA; B, <. Ep igy bebizonyitjuk, hogy a B; és C; szogek is feleztetnek a magassagok altal.

Ezen tétel alkalmazasédval konnyen megszerkesztheté a haromszog, ha a magassédgok talppontjai vannak megad-
va. A harom megadott pontbol haromszoget szerkesztiink, ennek szogeit megfelezziik és a szogfelezGkre a megadott
pontokban mer6legeseket emeliink. E mer6legesek meghatarozzak a keresett haromszoget.

2. Az eredeti haromszdégbdl a talpponti hdaromszég oldalai az eredeti haromszoghdz hasonlé hdromszégeket vignak ki;
Bizonyitds. a szog a két haromszogben kozos; AB,C1<t = 3, mert BC,B,C hurnégyszog. Epp igy kimutathato,

E tétel alkalmazasaval kiszamithatjuk a talpponti haromszog oldalait. AB;C és ABC haromszogek hasonlosagabol
kovetkezik, hogy:
BlC'l : ABl = BC: AB
mibdl AB
B.1C; = BC’A—B1 = acosa.
Epp igy kapjuk, hogy: BiA; = ccos~y és A;Cy = bcos B.
A B1Cy = oq oldallal szemben fekvs szog a; = 180° — 2q, épp igy S1 = 180° — 23, 1 = 180° — 2.

3. A talpponti hdaromszdg koré irhaté kor az eredeti hdromszdg oldalainak kézéppontjain megy dt.

Bizonyitds. Legyenek azon pontok, melyekben a talpponti haromszog koré irhaté kor az eredeti haromszog oldalait
metszi Ay, B, Cs. Be kell bizonyitanunk, hogy BAs = AxC, CBs = By A, ACy = C3B. A talppontokon atmend
korre alkalmazzuk azon tételt, hogy az A pontbdl kiinduldé metszSk viszonya akkora, a mekkora a koron kiviil fekvs
metszeteik megforditott rendben vett viszonya;

ACy : ABy = AB; : AC,
ABB; és ACCy héaromszogek hasonlosagabol kovetkezik, hogy:
AB; : ACh = AB: AC
s igy
AB: AC = ACy : ABy

tehat BoCy parhuzamos BC-vel; épp igy kimutathatjuk, hogy As Bs parhuzamos AB-vel és A;Co parhuzamos AC-vel.
De ezzel bebizonyitottuk, hogy ACs A3 By, BA3BoCy és C BoCy As négyszigek egyenkozények s igy BoCo = BAg =
AQC, AQCQ = CB2 = BQA és AQBQ = ACQ = OQB

4. A talpponti hdromszdg koré irhatd kor felezi a magassdgoknak azon részeit, melyek a hdromszdg csucsait azon
(M) ponttal kitik Gssze, melyben a magassigok egymdst metszik.

Bizonyitds. Meg kell mutatnunk, hogy a D, E, F pontok, melyekben a talpponti hdromszdg koré irhatoé kor a
magassagokat metszi, felezik az M A, M B és MC tavolsagokat: tehat hogy: DA = DM, EB = FEM, FC = FM.



AA; B derékszogi haromszog A; csucsat az atfogd Co kdzéppontjaval Osszekotve, egyenld szara haromszoget ka-
punk, tehat: CoAA; < = AA;Ce<t = §; DC1C2A; hurnégyszog (a talpponti haromszog koré irhato kor atmegy e
négyszog cstcsain), tehat AA;Co<t = AC1D< = § s igy AC1 D haromszog egyenl@szara, tehat AD = C1D; AMC,
derékszogt haromszoghen C1 AM <+ AMC <t = 90°, AC1 D+ DCy M < = 90°, mely két egyenletbdl — a baloldalakat
egymassal egyenlévé téve — kapjuk: § + AMC1<< = § + DC1 M <, mibsl AMC1< = DC1M< = ¢, s igy C1 DM harom-
sz0g egyenldszard, tehat C; D = M D; de elébb lattuk, hogy C1D = AD, miért is AD = DM. Epp igy bebizonyithato,
hogy EB = EM és FC = FM.

Azon kort, mely a hiromszdg magassdgainak talppontjain (A1, Bi, C1), az oldalak kozéppontjain (As, Ba, Cs) és
a magassdgoknak a csicsok felé esd részeinek kizéppontjain (D, E, F) megy dt, Feuerbach-féle kérnek nevezziik.

5. A Feuerbach-féle kor datmérdje (2r) az eredeti hdaromszog koré irhaté kér sugardval (R) egyenld.

Bizonyitds. A 2. pontban lattuk, hogy a talpponti haromszog egyik oldala a; = acosa; az ezen oldallal szemben
feks szog a; = 180° — 2¢; de a = 2Rsina s igy a; = 2Rsinacosa = Rsin2q; mésrészt a talpponti haromszégbdl
ap = 2rsin(180° — 2a) = 2rsin 2a, s igy Rsin2a = 2r sin 2, mib6l R = 2r.

6. A talpponti haromszog a beirt hdromszdogek kozul legkisebb keriiletd. [l
Bizonyitds. Legyen EFG egy tetszés szerinti beirt haromszog, melynek egyik oldala a talpponti haromszog oldalét
P pontban metszi.

Ha P pont tiikkorképe BC' oldalra nézve @, ugy QA; lesz PA;-nek és QF lesz PFE-nek vele egyenls tiikkorképe:
QA1 egy egyenesbe esik C1A;j-gyel, mert az eredeti haromszog oldalai a talpponti haromszog kiilsé szogeit felezik.
Legyen tovabba P pont tiikkorképe AC oldalra nézve R; akkor RBy a PBj-nek és RF a PF-nek tiikkorképe és RBy egy
egyenesbe esik B;Ci-gyel. Ha tovabba R-nek tiikdrképe AB oldalra nézve S, ugy SC; lesz RCi-nek képe; SC; pedig
C1A;-gyel esik egy egyenesbe. Ha végre I’ pontnak AB-re vonatkoztatott tiikorképe T, gy ST'G tortvonal lesz RF'G
tortvonal tiikorképe. SQ nem més, mint a talpponti haromszog keriilete k, mert:

SQ=58C,+C1A1+ A,Q =RB1+ BC; +C1A1 + A1P=A1B1 + B1C1 + C1 A, =k
STGEQ tortvonal pedig EFG haromszog keriilete K, mert:
STGEQ =ST+TG+GE+ FEQ=RF+FG+GE+ EP =

=PF+FG+GE+EP=K

! Lafremoire: "Problémes et théorémes de géometrie élémentaire.



STG és GEQ haromszogekben, két oldal dsszege nagyobb 1évén a harmadiknél,
ST+ TG > SG

és
GE + EQ > GQ

mely két egyenlStlenségbdl:
ST+TG+GE+EQ =K >S5G+GQ.

De SGQ haromszoghdl:
SG+GO > S5Q =k

s igy
K>S5G+GQ >k

tehat
K > k.



