(H.C.E. Martus: Mathematikai feladatok.)

Ha az Aj As As haromszog sikjanak barmely P pontjabol az oldalakhoz p1, p2, ps tetszés szerinti iranyud tavolsagokat
htzzuk s ezekhez a megfelel§ csicsokbol dy, da, ds parhuzamosokat vonjuk, akkor mindig:
pP1 | P2 | D3
—+—=4+==1
dq + dso + ds
Megjegyzendd, hogy ez egyenlGség bal oldalan allo6 6sszeg barmely tagja pozitiv vagy negativ, a szerint, a mint az
aranyt alkoté tavolsagok egyenls vagy ellenkezé iranydak.
A tétel bizonyitasa legegyszertibben teriiletek Gsszehasonlitasa alapjan eszkozolhetd, de a parhuzamos éatszelGk
tételének gyakorlasara is jo alkalmat nyujt.
Bizonyitds. Legyenek a P pontbdl induld tavolsdgoknak a megfelel6 oldalakra es6 talppontjai:Py, P, Ps s a
csticsokbol indulé megfelels parhuzamosokéi: A}, A5, A%, Ggy hogy:

AkA;C = dk, PPk = Pk, (k = 1, 2, 3)

Képzeljiik P pontbol az oldalakra bocsatott merslegeseket, melyeknek talppontjai Py, P., Ps; és a haromszog
megfelel6 magassagait, melyeknek talppontjai A}, A5, AY. PAsAs és A;AzAs haromszogek teriileteinek aranya,
egyenld alaptak lévén, egyenl$ a magassagok ardnyaval, azaz:

PAyA3 PP
A - mq '
Amde
PP PIA ~ A1 ATALA
és igy
) PP PP _p1_ PAyAj

mq - AlA/l - dl - A
hol A az adott haromszog teriilete, m; az As A3 oldalhoz tartozd magassag.
Teljesen hasonlé okokbol:

p2  PAsA
2 e _ 2 foi
(2) 0 A
és
ps  PAj Ay
(3) LA
Az (1), (2), (3) egyenlSségek Gsszeadasabol:
P1 n D2 n P3 _ PAs A3 + PAsA, + PA1 Ay —1

di  dy dy A

mert az egyenl&ség jobb oldalan a szamlalé mindig az adott haromszog teriilete, algebrai 6sszeg alakjaban.
E tétel alapjan a haromszogekre vonatkozo t6bb geometriai igazsag egyszeriien felirhato.
a) Ha P a beirt kor kézéppontja és PP, = p, akkor:
1 1 1 1
Lo PP

4+ —=1, vagy — + — 4+ — = —.
mi ma ms mq mo ms P

Ha P az aj, oldalt és a masik kettd megnyudjtasat érinté kor kozéppontja:
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egyenldségek allanak, mert ez esetben pi és mjy mindig ellenkezd iranyuak.

Ez egyenlGségekben foglalt igazsagot szoval igy fejezhetjiik ki: a hdromszdg érintd korei barmelyikének gorbilete
egyenld a magassdgokkal, mint sugarakkal leirt korok gorbiileteinek algebrai dsszegével.

A harom utols6 egyenlet Osszeadasa pedig:



egyenletre vezet, mely szerint a kivilrdl érintd kérok gorbiileteinek dsszege egyenld a beirt kér gorbiletével, vagy a mi
egyre megy: a magassagokkal mint sugarakkal leirt kérok gorbileteinek 0sszegével.
b) Ha P a koriilirt kor kozéppontja és igy:

PP = a_; cot Ay,

akkor: ay as as
——cot A; + —— cot Ay + —— cot A3 = 1.
2m1 2m2 2m3
Ha ez egyenlGség bal oldalan minden tag szamlalojat és nevez§jét ag-val sokszorozzuk: tekintve, hogy aym; = agmeo =
azms = QA,
a? cot Ay + a3 cot Ay + +a3 cot Az = 4A

ered. A bal oldal egyes tagjai még igy is irhatok:

a1 a2 as
- aycos Ay, ———ag cos Ay, ———agzcos Az,
sin A sin Ao sin As
melyekben mint ismeretes:
al ag as
- = - = - = 2r,
sin A; sin As  sin As

a koriilirt kor atmérdje, minek tekintetbe vételével az el6bbi egyenlet igy alakul:
(a1 cos A1 + as cos Ag + ag cos Ag) = 2A.

Ez egyenl6ség szerint a hdromszig kétszeres teriilete egyenld a korilirt kor sugara és a talpponti hdromszdg (beirhato
minimum keriletd hdromszdg) keriletébél alkothato derékszogd parallelogrammaéuval.
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