I.

Az analytikai geometria alapprobleméaja egy pont (vagy barmely mas térelern helyzetét szamok segitségével ugy
jellemezni, hogy ezen pont minden més ponttdl vildgosan megkiilomboztethetd legyen. Azaz, ha egy pont helyzete
barminemi feltételek alapjan egyértelmiien meg van hatarozva, ezen feltételekbdl leszarmaztathato legyen a szamok-
nak egy bizonyos rendszere, melyben tgy az elemek szama, valamint azok sorrendje ismeretes és megforditva, ha az
elemek szdma és sorrendje altal meghatarozott rendszere a szamoknak van adva, ezek egy és csak egy pont helyzetét
jellemezzék.

A pont helyzetének ilynemd meghatarozasat a sikban Descartes azaltal érte el, hogy felvett benne két egymast
metsz6 egyenest XO'X és Y'OY -t és egy adott P pont helyzetét akkép jellemezte, hogy megadta a P pontbol az
XO'X & Y'OY egyenesekkel parhuzamosan htizott egyeneseken P'P és P”P hosszak mérGszamait (tetszésszerinti
mértékegységben), hol P’ és P e parhuzamosak és az eredeti egyenes rendszer metszéspontjait jelentették. Viszont két
tetszésszerinti x és y szam (a felirt sorrendben) a mértékegység megvalasztisa utan meghatarozott két hosszusagot,
melyek elsejét az X'OX egyenesre, masikat az Y'OY egyenesre az O ponttdl szamitva felvitte és igy két pontot P”
és P’-et nyert, melyekb6l az Y'OY -t és XO'X egyenesekkel parhuzamosat hiizva, az x és y szamok altal jellemzett
pontot ezen parhuzamosak metszéspontja gyanant nyerte.

A kovetkezd sorok czélja megismertetni azon altalanosabb modszereket, melyek sgitségével egy pont vagy egyenes
helyzete a sikban a fennt emlitett alapprobléma értelmében meghatarozhato.

II.

A. Képzeljink a sikban négy pontot A, B, C és E-t adva, melyek koziil barmely harom sem esik egy egyenesbe.
Jeleljik tovabba az AE, BE és C'E egyenesek metszéspontjait rendre a BC, CA és AB egyenesekkel Fq, Fo és
Es-mal. Ekkor a sik barmely 6tddik P pontja meghataroz az alabb leirandé moédszer segitségével 3 szamot, melyek a
P pont koordinatainak nevezhet6k. A modszer a kovetkezs: Jeleljiikk az AP, BP és C'P egyenesek metszéspontjait a
BC, CA és AB egyenesekkel rendre Py, P és Ps-mal. Legyen tovabba
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Ha most az E és P pontok tavolsagait a BC, C' A és AB egyenesektdl rendre e1, es és e3, p1, p2 és ps-mal jeleljiik, a
fenntebbi szimbolumok a kévetkezs értékeket nyerik.
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Az igy nyert x1, xo és x3 értékeket a P pont koordinatainak nevezziik.
Az (1) alatti relaczio helyességét a kovetkezGképpen igazoljuk:
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egyenletek folytan
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Q. e. d.

B. Képzeljiink tovabba a sikban négy egyenest a, b, c és e-t adva, melyek koziil bArmely hdrom sem metszi egymast
egy pontban. Jeleljiik tovabba az e egyenes metszéspontjai az a, b és c egyenesekkel rendre &,, &,, és &;-mal. Ekkor
a sik barmely 6todik p egyenese meghataroz az alabb leirand6 modszer segélyével 3 szamot, melyek per analogiam az
egyenes koordinatainak nevezheték. A modszer a kovetkezd:

Jeleljiik a p és az a, b és c egyenesek metszéspontjait rendre *B,, B, és P;-mal. Legyen tovabba a b és c egyenesek
metszéspontja A, a ¢ és a egyeneseké B és végre az a és b egyeneseké C. Ekkor mint el6bb
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Ha most az A, B és C pontok tavolsagait az e és p egyenesektsl rendre ¢,, ¢, és e, p;, P, és p;-mal jeleljiik, a
fenntebbi szimpolumok a kovetkezs értékeket nyerik.
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Az igy nyert 71, T és 13 értékeket a p egyenes koordinatdinak nevezziik
Az (1) alatti relaczi6 helyessége hasonlé haromszogek oldalainak aranyossaga alapjan kozvetleniil belathato.

III.

Vizsgaljuk mar most néhany kiilénleges helyzetd pontnak, illetSleg egyenesnek a koordinatait.

A. Ha a P pont az E ponttal egybeesik, akkor p; = e1, p2 = €2, p3 = e3 s igy 1 = x2,= x3 = 1 a miért is az £
pontot egységpontnak fogjuk hivni.
Ha a P pont a koordindtahdromszdég egy oldalara esik, pl. BC = a-ra, akkor p; = 0, s igy x; = b 0, mig

€1
Ty = 12, r3 = b3 meghatarozott értékek; ha a P pont a koordinatahdromszog egy csticspontjaba, pl. A-ba esik, akkor
€2 €3
p2 = 0, mig p; = h;,a haromszog egyik magassagvonalaval egyenls. Ez esetben zo = 3 =0, 1 = P meghatarozott

€1
érték.
Minthogy az 1), 2) és 3) alatti egyenletek szorzatabol kovetkezik, hogy

(BCE,Py) = CAE,P,)(ABE3Ps) = 1

latjuk, ha egységpontul a haromszog siulypontjit G-t valasztjuk, mely esetben
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az ismeretes Ceva-feltétel.

B. Ha a p egyenes az e egyenessel egybeesik, akkor p, =¢,, p, =¢,, p; =¢; sigy 1 =7 =73 =1, a miért is az
e egyenest egység-egyenesnek fogjuk hini.

Ha a p egyenes a koordinataharomszog egy csucspontjan megy keresztiil, pl. A-n, akkor 7 = I:—l =0, mig 75 és 73
1
meghatarozott értékek; ha a p egyenes a koordindta hiromszog egy oldalaval pl. a-val egybeesik, akkor p, = p; =0,
mig p; = h,. Ez esetben 75 = 73 =0, mig 7 = % meghatéarozott érték.

Minthogy az I), II) és I11I) alatti egyenletekl szorzatabol kovetkezik, hogy
(30031‘131)(014@2‘1{32)(%1363‘133) =1

latjuk, ha egység-egyenesiil azon egyenest valasztjuk, mely a koordinidtahdromszogek oldalait végtelen tavolsagban
metszi, vagy réviden a sik végtelenben lévd egyenesét, mely esetben
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az ismeretes Menelaus-féle tétel.
IV.

Tegyiik fel mar most, hogy az egység pont és az egység-egyenes gy van valasztva, hogy

@ BE,  BE, CE, Ce, AC;  Ag
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Vizsgaljuk meg annak feltételét, hogy a P pont a p egyenesen fekszik, vagy megforditva a p egyenes a P ponton megy
keresztiil.
Az 1), II) és III) alatti egyenletek a (4) alattiak tekintetbe vételével a kovetkezd alakot nyerik
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Ha ezekkel 6sszekapcsoljuk az (1), (2), és (3) alatti egyenleteket azaltal, hogy azokat el6bbiekkel rendre elosztjuk,
kapjuk a kovetkezoket:
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Ezekbdl a kovetkezs parokat képezziik:
_ T2T2  I1T1

(5) = (BCER, P1) + (CAPB,)sth.

T3T3  X3T3
Projicialjuk a (CAP>,)-t a P pontbol a BC-re, kapjuk a kovetkezs eyenldséget:
(CAPB,) = (CP1B%,) = (BB.CP)
mi altal az 5) alatti Gsszeg a kovetkezs alakot nyeri:

(chlpl> + (chlcpl)



Ha most e pontsorokat egy tetsz6leges X pontbol egy a X P;-gyel parhuzamos egyenesre projicialjuk, agy tehat,

hogy a P; projekcidja végtelen lesz, az 0sszeg a kovetkezs alakot veszi fel:
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(B/C"I‘QOO) = (B/mgc/oo) = Iy B - oy

vagyis
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azaz végre az
T1T1 + ToTo + 2373 =0

egyenletet a kivant feltétel gyanant nyerjiik.

(folytatjuk).
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