I. megoldas: A kérdéses trapézokban két szomszédos sz6g derékszog, a méasik ketts altalaban ferde szog. A kérdést
két esetben kellene vizsgalnunk aszerint, hogy az allando Gsszegl két szomszédos oldal kozott tetszés szerinti (0° és
180° kozotti) szog, ill. derékszog van, azonban mindkettd specialis esete annak a feladatnak, amely az adott feladatbol
a ,,derékszogi” jelz6 elhagyasaval keletkezik. Célszeri ezért el6bb ezt az altalanosabb feladatot megoldanunk. Tekintsiik
tehéat azokat az a ABC'D = T trapézokat, amelyeknek parhuzamos oldalai AB és C'D, benniik a BA és AD oldalak
Osszege adott s allando, tovabba BAD, valamint ABC' szogiik egy adott «, ill. 5 szoggel egyenls.

Legyenek a sikon egy 3 nagysagu szog szarai az a és c félegyenesek. Helyezziik el valamennyi vizsgalando trapézunkat
ugy, hogy B csucsuk a (3 szog csicsaba, A, C csucsaik pedig a, ill. c-re essenek. Forgassuk bele valamennyi trapéz
AD oldalat A koriil a BA oldal meghosszabbitasaba; igy valamennyi D csiics az a szar azon Dg pontjiba jut, amelyre
BDy = s (1. abra).

D,

1. dbra

Az ADDy haromszogek egyenld szaruak, és Do-nél levs szogiik a/2, allando, ennélfogva minden D csics azon a
Dy-bol kiindul6 d félegyenesen van, amely a DB félegyenessel a c-t tartalmazo oldaldn «/2 szoget zar be.

Avégett, hogy trapézaink teriiletét 0sszehasonlitsuk, probaljunk mindegyikhez egy olyan vele egyenls teriiletd tra-
pézt képezni, melyben az egyik alap DoB, és egy tovabbi cstics a c-n van. T-hez ilyen az a DgBCG = T’ trapéz,
amelynek G cstcsat az az egyenes metszi ki DC-b6l, amely az AD szar F felezSpontjat Dy-lal koti Gssze, — feltéve,
hogy ez a G metszéspont a DC szakaszra vagy C-be esik (egyeldre csak az ilyen T-ket tekintjiik). Igy ugyanis a levagott
FDQG és a hozzavett FADy haromszdgek egybevagok, tehat T teriilete valoban egyenls T-ével.

DoF a DyAD haromszog Do-bol indulé stlyvonala. Es mivel valamennyi DoAD haromszog hasonld helyzeti —
hasonloésagi pontjuk Dy —, azért az AD szar minden helyzetének F felezGpontja egy a Dg-on atmend f egyenesen van
rajta. Legyen f és c metszéspontja K. Igy mindegyik tekintetbe vett T a DoBK = H haromszdgnek része, nyilvanvalo
tehat, hogy annak a T™*-nak a teriilete a legnagyobb, amelyben G és C' a K-ba esik, és T teriilete egyenls H teriiletével.

Azon tovabbi T-k teriiletérsl, melyeknek DC' oldalat f a C-n tuli meghosszabbitdsban metszi, vagyis K-n til
(az 1. abran pl. A; BC1 D), nyilvanvalo, hogy kisebb H teriileténél, éspedig annyival, amennyi a K C1G1 haromszog
teriilete. Ennyivel kisebb ugyanis a T-bdl az F} K szakasszal levagott Fy K C1 D1 négyszog teriilete a hozzavett Fy A1 Dy
haromszog teriileténél. — Ennélfogva a vizsgalando6 trapézok koziil T* teriilete a legnagyobb.

Mindezek szerint T*-ot az alabbi aton kaphatjuk. Az a-n felvett BDy = s szakaszhoz Dy-ban meghizzuk a vele
a/2 szOget bezaro d-t és B-ben a [ szOget bezar6 c-t. A DoB-n tetszés szerint valasztott A koril ADy sugarral d-
bol kimetssziik D-t, a Do AD haromszoget kiegészitjilk Do AGD paralelogramméva, majd ennek DoG atlojaval c-bél
kimetssziik K = C*-ot. Végiil C*-on at a-val, ill. d-vel parhuzamost htizva kimetssziik d-b&l D*-ot, a-bol A*-ot.

A Dy A*C* D* paralelogramma hasonlé Dy AG D-hez, ezért a Do A* D* haromszog hasonlé Dy AD-hez, vagyis egyenld
szaru, tehat egyrészt A*D* = A* Dy, és igy BA*+A*D* = BDy = s, masrészt BA*D*< = A*DgD*<+A*D* Dy« = «a,
ezek szerint T™ megfelel a kovetelményeknek.

K egyértelmiien létrejon, ha 38 és a BDoF = § szog Osszege kisebb 180°-nal. Tovabba az el6allo T* megfelels, ha
A* a BDy szakaszra esik, ennek feltétele a BK A* haromszogbdl: 5+ «/2 < 180°. Az utobbi feltétel K létrejovéséhez
is elegendd, mert § az a/2-nek része, tehat kisebb annal.

Ezek szerint specialisan § = 90°-kal és tetszés szerinti 0° és 180° kozti a-val feladatunk megoldhato, mert «/2
hegyesszog (ilyen eset az 1. abra).



Ha viszont o = 90°, akkor a 8 + 45° < 180° feltétel alapjan a fentiek szerint csak 8 < 135° esetére kapunk
megoldast.

B = 135° esetében A* a B-be esik, a trapéz elfajul egyenld szaru derékszogli haromszoggé és az el6irt [ szog az
idomban nem lathato.

A B8 > 135° esetekre megmutatjuk, hogy nincs legnagyobb teriiletd valodi trapéz, mert ha BA1D1C; = Tj és
BA2DsCy = Ty (2. abra) teljesitik a kovetelményeket és BAy < BA;, akkor T teriilete nagyobb T3 teriileténél, vagyis
a teriilet a BA oldal csokkenésével né.
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2. dabra

Legyen D1C és Ay Do metszéspontja M, és messe az As-n at BCi-gyel huzott parhuzamos D;Ci-et N-ben.
Igy egyrészt AsA; = (BA; + A1Dy) — (BAy + A1Dy) = (BAg + AsDs) — (BAy + AsM) = M Dy, vagyis Ty és
Ty nem kozos részeiben, az A1 AsM Dy = T téglalapban és az MC1CyDy = Ty trapézban az egyik oldal, ill. a
magassig egyenls. Masrészt az Ao N M derékszogl haromszogben AsNM< = 180° — 8 < 45° < 8 —90° = NA M <,
igy AoM < MN < MC, < DyCs, tehat T, teriilete nagyobb T} teriileténél, amit bizonyitani akartunk. — Ezzel
vizsgalatunkat befejeztiik.

Osszeallitva Molndr Emil (Gyér, Révai M. g. IIL. o. t.),
Simonovits Miklos (Budapest, Radnoti M. g. II. o. t.)
és Hornitzky Lajos (Budapest, I. Istvan g. IIL o. t.)
dolgozataibdl és diszkusszidval kiegészitve.

Valamennyi tobbi dolgozat szamitassal, legnagyobbrészt trigonometriai szdmitassal késziti el6 a szerkesztést. Ilyen
a kovetkez6 megoldas.

II. megoldas: 1. Legyen a derékszogi szar ismét BC, és BAD<{ = a, BA+ AD = s. A szerkesztés el6készitéséiil
a-bol és s-bol szamitassal allapitjuk meg a legnagyobb teriilettel bird trapéz AD = x ferde’ szarat. Nyilvan csak a
0 < & < s értékekrdl lehet sz6. — A-nak DC-n levs vetiiletét A’-vel jelslve DC' = A'C — DA" = AB — DA’, ha «
hegyesszog, és DC' = AB + DA’, ha a tompaszdg (1. abra). Mivel DA’ hosszat a DA cosa = x cos a szorzat abszolut
értéke adja, és cosa hegyes és tompa szogekre ellentett jeld, azért a két kifejezést egybefoglalhatjuk:

DC =AB —zcosa=(s—x) —xcosa=s—x(l + cosa).

Ennélfogva a trapéz kozépvonala s — x — (zcosa)/2 = s — (2 + cos )z /2. Mésrészt a magassag AA’ = zsina, és
igy a teriilet:
t = [sz — (2 + cosa)x?/2]sina.

Mivel a sin « tényez6 pozitiv dllando, elég megkeresni a
(1)
fliggvény legnagyobb értékét, ha 0 < = < s.

y1 az z-nek masodfokn fiiggvénye, mert 22 egyiitthatoja barmely a esetén 0-tol kiilonbozs, éspedig negativ, hiszen
cosa > —1. Ennek kiemelésével és teljes négyzetté kiegészitéssel (1) az

t 1
=y =sr — 5(2—|—cosa):z:2

sin «

1 2s
= (2 2__ 77 2=
Y1 2( + cosa) <:1: 2—|—coso<x>
2 2
1 s s
=——2+cosa ||z — — =
2( [( 2+COSC¥> (2+COSQ)2]
1 s 2 52
= —— 2 —
2( +cosa) (I 2+cosa) +2(2+cosa)

alakban irhaté. Ebben csak az els6 tag viltozod, és értéke negativ vagy 0, mert, a kéttagu kifejezés négyzete pozitiv
vagy 0. Eszerint y;-nek van legnagyobb értéke éspedig arra az z-re, amelyre a kéttagu értéke 0, vagyis ha

s
2 =g = ———.
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A szoba jovo a értékek mellett 2 + cosa > 1. Igy egyrészt 2* < s (természetesen s > 0), masrészt =* > 0, tehat z* az
x szdmara figyelembe jove értékek kozé tartozik.

A legnagyobb teriiletd trapéz megszerkesztése soran kézenfekvs x*-ot pl. (2) alapjan hasonl6 haromszogek felhasz-
nalasaval elgallitani. Vegyiik észre azonban, hogy a keresett trapézben a fenti kifejezések és (2) alapjan DC = s —s(1+
+cosa)/(2+ cosa) = s/(2+ cosa) = ¥ = AD, vagyis az ADC haromszog egyenls szart. Tekintve még, hogy az A,
D, C csucsok hasonlosag erejéig meghatarozzak ABC D-t, adodik a kovetkezs szerkesztés. Egy Di csucst, 180° — «
nagysagu szog szaraira egyenlé Dy Ay, és D1C1 szakaszokat mériink (3. abra).

DO D1,0 A' A‘l B«;

3. dbra

D;1C1-gyel Aj-en 4t parhuzamost, D1 C1-re Cp-en &t merdlegest huzunk, metszéspontjuk By. Ay Di-et Aq koriil By Ay
meghosszabbitasara forgatjuk, Dy ] helyzete Dy o, B1-t6l D o irdnyaba felmérjiik B1Dg = s-et. A Dg-on at Dy gD1-
gyel parhuzamos egyenesre Bi1-bdl ravetitjiik Di-et, a kapott D*-n at Dj Ay, és D1C-gyel htuzott parhuzamosok az
A1 B C szdg szaraibol kimetszik A* és C*-ot, ekkor A* B1C* D* a kivant trapéz. Ez megfelel a kovetelményeknek, mert
szOgel az elGirtak, masrészt a D* A* Dy haromszog hasonlé Dy A; Dy g-hoz, tehét egyenld szara és igy B1A* + A*D* =
B1A* + A*Dg = s. A szerkesztés egyértelmten végrehajthato.

2. Legyen masodszor BAD< = 90°, ABC< = f3, BA+ AD = s, és AD =z, ahol 0 < z < s. Igy BA = s —z, és
a fentiekhez hasonléan DC = s — x — x ctg 3 — mert a BC szar DC-n levé CB’ vetiiletének hosszat (lasd a 2. abran
C1B’-ben) a BOB' deré¢kszogii haromszogb6l a BB’ ctg 3 = xctg 3 szorzat abszolut értéke adja és ctg 3 hegyes és
tompa szogekre ellentett jeld. Igy a kozépvonal s — 2 — (zctg 3)/2 = s — (2 + ctg )2 /2, masrészt a magassag «, tehat
a tertilet:

1
t =1y = ST — 5(2 + ctg B)a?.
Ennek az elgbbiekhez hasonléan legnagyobb értéke van az
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helyen, ha 2+ ctg 8 pozitiv, vagyis ctg 8 > —2. x* akkor esik 0 és s k6zé, ha 2+ctg 8 > 1, vagyis ctg 8 > —1, 5 < 135°.
Ilyenkor itt is all D*C* = x* = A*D*, ennek alapjan a fenti hasonl6sagi transzformécio ismét hasznéalhato, 180° — «
helyett 90°-ot és D1CyBi<t = 90° helyett 180° — 8 szoget hasznalva. 8 < 135° és D*A* = D*C* folytan a trapéz
konvex és nem fajul el.

Ha 8 = 135°, akkor 2 4+ ctg8 =1, és " = A*D* = s, BA* = 0, vagyis a legnagyobb teriiletii trapéz elfajul. (Az
x = s értéket éppen az elfajult esetek kikiiszobolése végett zartuk ki.) Ugyanez adodik a 8 > 135° esetekre a kovetkezs
meggondolasokbdl.

Ha 0 < 2+ ctgB < 1, vagyis 135° < 8 < 153,4°, akkor yo képe olyan parabola, melynek cstcsa ,font” van, yo az
x* > s helyen veszi fel legnagyobb értékét, az z < x* értékekre novekvd. Ide esnek a minket érdekls 0 < z < s értékek,
koziiliikk ismét az x = s-nél volna legnagyobb yo értéke.

2+ctgB =0, 8 = 153,4° esetén yo novekvs elséfokn fiiggvény.

2+ ctgB < 0 esetén yo-ben z? egyiitthatoja pozitiv, yo képének ,Jent” van a cstcsa, de ennek z* abszcisszaja
negativ, igy a minket érdekls 0 < x < s értékekre yo ismét ndvekvs, legnagyobb volna a meg nem engedett x = s-nél.

Ezzel vizsgalatunkat befejeztiik.

Osszeallitva Hajna Jdnos (Pécs, Széchenyi I. g. IV. o. t.)
és Maté Zsolt (Szeged, Radnoti M. g. IV. o. t.)
dolgozataibol, kiegészitésekkel és roviditésekkel.

Megjegyzések. A beérkezett dolgozatok szerzdinek javarésze sok munkat fektetett megoldasaba, ezért az atlagosnal
tobb probléma, téves nézet meriilt fel. Alabb néhanyat szova tesziink.

1. Sok oda nem vald elem tapad a trapéz fogalméhoz. 1. abrankon éppen avégett forgattuk el a trapézt a ,hagyo-
méanyos” helyzetb6l, hogy olvasoinkat a geometriai tényeknek barmely helyzetben vald felismerésére szoktassuk. Ha-
romszogeknél nem {itkoziink meg azon, hogy nem minden magassag ,fiiggéleges”, igy a trapézok alapjairél se higgyiik,
hogy okvetlen ,yvizszintesek”, — amint nem egy dolgozat irta. Még tobben voltak, akik lényeges kiilonbséget tettek az
also és a fels6 (a nagyobb és a kisebb) alap kozott, és a kérdést 4 esetben vizsgaltak aszerint, amint az a + b, a + d,
c+b, c+ d 6sszeg allando (a és ¢ a parhuzamos oldalak, a > ¢, és b a meréleges szar). Ez egyfeldl helyes koriiltekintés,



teljességre valo torekveés, masfel6l van benne lényeg nem latas is. Nem egy ilyen dolgozat kimondta pl. az a +b = s és
¢+ b = s esetek hasonlosagat (pl. igy: ,semmi jat nem mond”), de nem jutott el a két eset Osszevondsaig.

2. Jonéhany dolgozat sziikségteleniil a differencidlszamitasnak a fliggvények széls6 értékei megallapitaséra vonatkozo
modszereibdl alkalmazta a legismertebbet, hogy ti. bizonyos egyszert fiiggvényeknek csak ott lehet helyi széls6 értékiik,
ahol differencidlhanyadosuk értéke 0. Azt azonban méar t6bbnyire nem vizsgaltédk e dolgozatok, hogy valoban van-e a
kérdéses helyen szélsG érték, és ha van, akkor milyen természett, és hogy a kérdéses hely beleesik-e a valtoz6 szamara
figyelembe veend§ intervallumba. Megfelel§ diszkusszié nélkiil e tanuldk ugyandagy hibéas eredményekre jutottak vagy
juthattak volna, amint a differencidlszamitéas kialakulasanak kezdetén egyes kutatok téves megéllapitéasokra jutottak.

3. Szoérvanyosan el6fordult a szovegnek az a téves értelmezése, hogy minden két szomszédos oldal Osszege allando.
Igy nem volna valtozasi lehetdség.

4. T6bb jo dolgozat annyira csupan szamitasi kérdésnek tekintette a feladatot, hogy a szerkesztésrl csak efféle
megjegyzést tett: ,az eredmények megszerkeszthet6k”; ezek kissé hianyosak.



