Maximum- és minimumproblémak elemi targyalasa.
I.
Alapfogalmak.
Ha két wvdltozo értékd mennyiséget z-et és y-t oly médon kapcsolunk Ossze, hogy az egyik valtozé bizonyos meg-
hatarozott értékét vagy értékrendszerét tudjuk meghatarozni, akkor azt mondjuk, hogy y az x-nek fiiggvénye. Ezen
fiiggeést a kovetkezd symbolikus egyenlettel fejezziik ki:

y = f(x)

Az z-et fiiggetlen, az y-t fiiggd valtozonak nevezziik.
Tegyiik fel, hogy x a-tol b-ig novekeds értékeket vesz fel egymasutan és c¢ oly érték, melyre nézve a kovetkezs
egyenl6tlenségek allanak fenn:
a<c<b.

Ha ekkor y f(a)-t6l f(c)-ig folytonosan névekszik és f(c)-t6l f(b)-ig folytonosan fogy, akkor az y = f(z) fiiggvényrol
azt mondjuk, hogy az x = c értéknél mazimumadt éri el.

Ha megforditva y = f(a)-t0l f(c)-ig fogy és f(c)-t6l f(b)-ig ng, akkor az = = c¢ értéknél minimmumon megy at.
Kiilonben mi sem akadalyozza azon feltevést, hogy az y , mig az = a-t6l b-ig novekszik tobb maximum- és minimumon
ne menjen at.

II.

Hogy valamely fiiggvény maximalis vagy minimalis értékét megtalalhassuk, z-et bizonyos hatarok kozott kell val-
toztatnunk és y-nak megfelel§ valtozasait figyelemmel kell kisérniink. Ezen eljaras, bar legtermészetesebbnek latszik,
korantsem eszkozolheté az elemi mathematika segédeszkozeivel. Sok esetben azonban ezen eljaras méssal helyettesit-
hets, mely végeredményében mdsodfoki egyenlet megoldasat kivanja. Ezen eljarast mutassuk be néhany példaban.

1. Kerestetik az y = ax® + bx + ¢ mdsodfoki egész fiiggvény mazimuma vagy minimuma.

Irjuk fel az

ar’ +br+c—y=0 (1)

egyenletet és kérdezziik az y mely értékeinél lesznek gyokei valosak. A gyokok alakjabol

_ b+ /% —4da(c—vy) @)
2a

T

folyik, hogy ez akkor kovetkezik be, ha
b — dac+ day = 0

day 2 4ac — b* (3)
Ha a > 0 a (3) alatti egyenlethdl
> dac — b?
Yy = i

4ac — b?
vagyis y nagyobb vagy legfeljebb egyenld GCT—Val. Ez utébbi érték tehat y-nak minimuma.
a

Ha a < 0 a (3) alatti egyenletb6l
4ac — b?

<

dac — b? b
azaz y legnagyobb értéke GCT. Ugyanekkor z = % mindkét esetben.
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Osszefoglalds Az y = ax® + bz + ¢ fliggvény maximum vagy minimum midén = = ~5g" A maximum vagy minimum
a

dac — b?

akkor kovetkezik be, ha a < 0 és értéke ekkor 1a

2. Kerestetik az
_ ar® +bx +c
a2+ b+
fiigguény mazimuma vagy minimuma.
Irjuk fel az
2
ax® +bxr+c
122 1} ;—y=0 (1)
a'z? +bx+c
egyenletet és kérdezziik az y mely értékeinél lesznek gyokei valosak.
Tegyiik fel egyel6re, hogy az
az® +br+c=0 (2)
és
dz? +b z+c =0 (3)



egyenleteknek nincsen kozos gyokiik. Ekkor az (1) alatti egyenlet gyokei azonosak az
(a—dy)x®>+(b-byz+c—cy=0 (4)

egyenlet gyckeivel. A (3) alatti egyenlet egyik gyoke sem lehet a (4) gydke, mert ekkor a (2) gyoke is volna. Igy tehat
a (4) egyik gyoke sem lehet a (3) gyoke és igy az (1) és (4) alatti egyenletek gyokei azonosak.
A (4) alatti egyenlet gyokei

L —b=by) + V- by)? —4{a—a'y)(c— y) 5)
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A gyokjel alatt all6 mennyiség y-nak fogyd hatvanyai szerint rendezve

Ay’ + By +C

hol
A=b?%—4dd

B = 4(ac’ + ca’) — 2bb’

C =b? — dac

x tehat akkor valos, ha Ay? + By + C 2 0.

Elsd eset.

B? —4AC >0

Az
Ay? 4+ By +C =0.

egyenlet gyokei valosak és
D=Ay"+By+C=Aly—y)y—y")

hol
y/ < y//
A
D 20, ha
1)A>0
és
y<y <y’
va,
gy > 1 A
y=zy >y
vagy ha
2)A<0
és
Yy Sy<y'

Az elsé esetben iy’ maximum és y” minimum; a mésodikban 3’ minimum és y” maximum.
Az x értékei, melynél e minimumok vagy maximumok bekovetkeznek

—(b—1b'y)
r=—"
2(a — da'y)
hol y helyébe egyszer 3, masszor 3" irando.
Masodik eset.
B? —4AC <0

Az
Ay? 4+ By + C =0.

egyenlet gyokei complex szamok és
D=Ay*+By+C = Ay —p—qi)(y — p+qi)

=A{(y-p)?*+7°}



Ha A < 0, D mindig kisebb a nullanal; hogy D = 0 legyen, kell, hogy A = 0. Ha A > 0, D mindig nagyobb nullanal
és y sohasem lesz maximum vagy minimum. Ha A = 0 akkor

D:By—i—C:B(y—i—%).

Ha B >0, D akkor = 0
midén

C
— 20
Y+ B =
C
>
Y= B
/ C ..
Yy = -5 ez esetre minimum.
Ha B <0, D akkor = 0
midén o
— <0
Y+ B =
C
< _ -
y = B
" = —— ez esetre maximum.
Harmadik eset.
B? —4AC =0

Az
Ay? + By +C =0.

B2
egyenlet gyokei valosak és egyenlék. D = Ay® + By + C = A(y + ﬂ)

Ha A < 0, D mindig kisebb a nullanél; ha A > 0, D mindig nagyobb a nullanal és y sohasem lesz maximum vagy
minimum.

Minthogy
B? —4AC =16(8*—ay) =0

hol

B8 =ac —cd

v =ab —bd

a=bd —ct
az

ar’ +br4+c=0

és

dz? +bz+c =0

egyenletnek legalabb egy kozos gyokiik van. A harmadik esettel tehat el van intézve egyszersmind azon egyelére

mell6zott eset, melyben a 2) és 3) egyenleteknek kozos gyokiik van.
(Folyatjuk).



