A 889. feladat megoldasaiban nem hasznaltuk ki, hogy az adott paralelogrammék bettizésének koriiljarasi iranya
megegyezG-e vagy ellentétes, ezért a bizonyitasok és az allitas érvényessége fliggetlenek az iranyoktol. S6t a d), e)
esetek szerint akkor is érvényes az allitas, amikor koriiljarasi irdnyrél nem is lehet beszélni[l

1. dbra

A tovabbiakban ahol csak lehet, paralelogrammainkat réviden P, P’, P”-vel jeloljiik, az A, A’, A” és hasonlo
pontharmasok tagjait pedig altaldban X, X', X”-vel. Az a)-c) esetekben feltehetjiik, hogy P a pozitiv koriiljaras
iranyaban van betiizve, ezt jelképesen igy fogjuk irni: P > 0. Hasonl6 jelentése van az alabbiakban P’ > 0, P’ < 0-nak.
P” betiizése 8-féle lehet (koriiljaras a 4 kezdépont valamelyikébdl, 2 irdnyban).

Az a) eset P’ > 0 betiizéseire hasonlatszertien, tdgabb értelemben azt mondhatjuk, hogy benniik az X'-k X-hez
képest P keriiletén 0, 1, —1, vagy 2 ,o0ldallal” elfordulnak.

Igy rendre a négy X X' szakaszbol mindegyiknek 0 a hossza, ill. mindegyik P = P’-nek egy oldalaval azonos,
éspedig mindegyik més oldallal (két betiizés ilyen), ill. mindegyik egy &tléval azonos (2. bra); — igy P” azonos rendre
P-vel, ill. (két esetben) a P oldalfelez pontjaival meghatarozott paralelogrammaval, ill. elfajul P koézéppontjava. —
P’ < 0 mellett 2 bettizésben a négy X X’ szakasz egyike sem 0 hossztsagu, 2-ben pedig két X X’ szakasz 0-val egyenl6.
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3. dbra

Az el6bbi 2 esetben (3. abra fels6 része, egyszerre vagy csak az 1-es, vagy csak a 2-es indexd X', X” pontokat
tekintsiik) mind a négy X" egy-egy oldalt felez, paroséval ugyanazt az oldalt, tehat P” a P-nek valamelyik kozépvo-
nalava fajul el — mint e)-ben P; az utobbi 2 esetben (3. abra also része 3 és 4 indexszel) P egyik atloja azonos P
megfelel6 atlojaval, masik atloja pedig elfajultan O-ba esik. [

P’ alakjat és allaséat illetGen ugyanezen eredményekre jutunk a c¢) esetekben, mert P-nek a K kdzéppontra valo
P’ tiikorképét gy is megkaphatjuk, hogy P-t el6bb a sajat O kozéppontjara tiikrozziik (igy onmagaba megy at, ez az
a) eset), majd az OK iranyban 2 O K-val eltoljuk. P” nyolc alakja a felezések folytan az el6z6 eredményekbdl O K -val
valo eltolas utjan jon létre.

A b) esetben legyen a tengely ¢, és az X pont t-re valé tiikorképének allando, a bettizéstol fiiggetlen jele Xj. Itt
elgszor a természetesebb P’ < 0 bettizéseket tekintjiik (tengelyes tiikrozéssel a koriiljarasi irany ellentétesre fordul).

L Az érvényesség nem a tetszés szerinti pontnégyes oldalfelez6 pontnégyese altal alkotott ,paralelogrammara” vonatkozé allitas (I. megol-
das) altalanos megfogalmazasan mulik — mint némely dolgozat allitja. — Arra a fogalmazasra, mint a megoldas is emliti, egyezd koriiljarasa
bettizéseknél is szlikség van, lasd 1. abra.

2P-nek hasonlo elfajulasat szo szerint nem tiztiik ki vizsgalatra, de d) ezeket is magaban foglalja, akarcsak e)-t is. — Szerk.



4. dbra

Ha minden X’ = X, akkor minden X" a t-n van, és igy P a t egy szakaszavé fajul el (4. abra jobb oldali 2/3 része
az 1 indexszel, itt van a tobbi P’ < 0 betiizés is a 2-4 indexekkel, a P’ > 0 betiizések pedig a bal oldali 2/3 részben;
a P idom az &bra két felére kozos, igy jobban latszik, hogy a nyolc P”-nek 32 csicsa ugyanaz a 16 pont, mas-més
csoportositasban).

A tovabbiak elokészitéséiil tekintsiik egy EF szakassza elfajult P esetét (5. abra) és mell6zziik azt a (még egysze-
riibb) esetet, ha e szakasz merd&leges t-re.

Igy EF és a t-re valo EgFy képe egy egyenls szart trapéz cstcsait adja, abban e két szakasz vagy az atlok, vagy a
szarak szerepét jatssza aszerint, hogy t metszi-e EF-et, vagy nem. Ha E' = Ey és F' = Fy, akkor E”F" az EF-nek
t-n valo vetiilete; E' = Fy és I/ = Ey esetén pedig E”F" a k kozépvonalnak a szarak, ill. az atlok kozti szakasza,
felez6pontja t-re esik, és E”'F" hossza annyi, mint EF-nek k-ra valo vetiilete. — E segédtétel alkalmazasaiban k-t tgy
értelmezziik, mint az FF szakasz G felezGpontjan dtmend, t-re merdleges egyenest.

Mar most abban a P’ < 0 bettizésben, amelyben minden X’ a P’ idom Xj-b6l indulé atldjanak masik végpont-
jaba jut (3-as index), kérdésiink megoldhato a segédtétel kétszeri alkalmazasaval: EF-nek AC-t, ill. BD-t véve igy
mindkétszer G = O, k = O0'; eszerint A”C" és B”D" k-ra esnek, P ismét szakassza fajul. — A hétralevs két P’ < 0
betiizés melletti P”-k nem mutatnak emlitendd érdekességet, egymasnak ¢- és k-ra tiikorképei (2-es és 4-es index).

A P’ > 0 betiizések koziil az 1-es és 3-as indexitiben AC és BD-re alkalmazhatjuk segédtételiinket, a 2-es indexiiben
AB és CD-re, a 4-esben AD és BC-re (G szerepét atveszik P megfelels oldalainak felezGpontjai). Mind a négy P”-nek
t és k tengelye, az el6bbi kett6 rombusz, mert csicsaik a tengelyeken vannak, az utébbi ketts téglalap. Ez abbdl
kovetkezik, hogy Ay BY = CY DY és ADY = BYCY, mint AB = CD, ill. AD = BC-nek k iranyara valo vetiiletei, és
felez6pontjuk ¢-n van.

A d) és e) esetek — a varakozéssal ellentétben — nem mutatnak biztosan bekévetkezs, emlitésre érdemes szabalysze-
rliséget, az f) esetben pedig P” nyilvanvaléan P-nek felére kicsinyitett képe, P'-nek O’ kdzéppontjabol” szerkesztve.

Ndray Miklés (Budapest, Széchenyi I. g. IV. o. t.)

Megjegyzés. Tobben félreértettek a feladat szovegét (amely valoban kissé ,szokatlan”, diszkusszio-jellegl kérdéseket
tett fel), pl. a masodik mondatban felsorolt a)—f) esetekben rendre djra és Gjra bizonyitottak a 889. feladatban mar
bebizonyitott tételt. Nemcsak hogy lehet vilaszt adni a szoveg els6 mondatara a masodik mondat nélkiil, hanem csak
igy lehet. A masodik mondat 1j iranyt kérdést vet fel. Az els6 mondatra adott valasz nem teszi a tételt altalanosabban
érvényessé, hanem a vizsgalatban tisztazodik, jobban tudatosodik szamunkra a tétel érvényességi kore. Hasonlé a
céljuk, de mas iranyban az a)-f) kérdéseknek, olyan esetek felsorolasaval, amelyekre legtobben ,nem is gondoltak
volna”. (Pedig a lehet&ségeket nem is merithetjiik ki; nem tekintettiink pl. forgatasokat P és P’ kozott, nem gondoltunk
a térre, pedig P és P’ sikjai kiilonbozok is lehetnek, stb.; masrészt nem vizsgéltuk a tétel megforditasat.)

Az egyszerd és érdekes 889. feladattal kapcsolatban egyrészt arra kivantunk rdmutatni, hogy amikor kérdéseket
— szokas szerint — egyetlen dbrahoz kapcsolédva vizsgélunk meg, mennyi lehetGség marad rejtve el6liink; mésrészt
arra, hogy a matematikiban nemcsak szamitasi, szerkesztési, bizonyitasi feladatok lépnek fel, hanem néha bizonyos
tényeket: alakokat, elfajulasokat, helyzeteket, kapcsolatokat le is kell irnunk. Ilyesmik voltak azok, ,amiket P”-rél
mondhattunk.”



